MASARYKOVA UNIVERZITA V BRNE

PRIRODOVEDECKA FAKULTA

S 7
LS ¢
oo\//\@ eST & o,
Ay Bz
. b ﬁ °
A g
2 S
/85} @@ AN
MasARYKIRS

DIPLOMOVA PRACE

Urcovani trojuhelnikt analytickymi vypocty

Brno 2005 Jiri Pecl



Na tomto misté bych rdd podékoval doc. RNDr. Jaromiru Simsovi, CSc. za ve-
deni mé diplomové prace, cenné rady a podnéty, které mi pomohly pfi zpracovani zadaného

tématu.



Prohlasuji, ze diplomovou praci jsem zpracoval samostatné a ze jsem pouzil

pouze uvedenou literaturu.

Jir1 Pecl



Obsah

Uvod

1 Teoretické poznatky a oznaceni

1.1 Zakladni pojmy . . . . . . . . . e

© 00 N O Ot = W N

)

Parametricka rovnice primky, polopfimky a tsecky . . . . . . . . ... ...

Obecné rovnice pfimky . . . . . .. .. .. oo

Polohové tlohy . . . . . . . ..

Metrické alohy . . . . . . ..o

Kruznice

Oznaceni

. priklad ...
. priklad ...
. priklad ...
. priklad ...
. priklad ...
. priklad ...
. priklad ...
. priklad ...
. priklad ...
. priklad ...

YV e

Ay Bu Gy oo
T, By, [tal =210, p(c|lp) - oo
T, A, pq (cllp, BLEGQ) -« o o o o o o
Biyta, te o oo
Aty te oo
Ay Tpy e o o o o e
T,a,lte,p (A1 €EP), TB > Tay + « « v v v v v i i
Ay oy Ty« o o o o e
T, Ay, ol =le,p (D) - o o o
T, By, lal, le|,ya <yc - .

10
11
11
14
14
15



3 Ulohy s vyskami a priseéikem vysek

1. priklad ...
2. priklad ...
3. priklad ...
4. priklad ...
5. priklad ...
6. priklad ...
7. priklad ...
8. priklad ...
9. priklad ...
10. priklad ...

1. priklad ...
. priklad ...
. priklad ...
. priklad ...
. priklad ...
. priklad ...
. priklad ...
. priklad ...
. priklad ...
. priklad ...

© o0 N O Ot = W N

1

e}

5 Dalsi ulohy

1. priklad ...
2. priklad ...
3. priklad ...
4. priklad ...

A’ B? Of, ‘/UC|

ta7 tbap’P(tC Hp7 Peme)

T) Up, D, 4 (Bl Epa c ” Q)

33
33
34
35
36
37
38
40
41
43
44

46
47
48
49
20
92
o4
26
o8
60
61



Sopiiklad ... A, VT oo 68

6. priklad ... a, V, T . . . . o 68
7. pfiklad cos Al, Bl, O . e 70
8. pitklad ... ¢, k,(O,7), la| =|c|, za<zp . .. ... 71
9.priklad ... T,, Ty, T . . . . o o o o o 73
10. piiklad ... A, Co, |a], y=190° . . . . . . ... 75
Zavér 77
Seznam pouzité literatury 78



Uvod

Dilezitym a vyznamnym odvétvim matematiky vyucovanym na stfednich skolach je ana-
lytickd geometrie. V ni se studenti uci fesit geometrické tlohy algebraickymi metodami
a postupy. Analyticka geometrie tak ,demonstruje“ provazanost algebry s geometrii.

Existuje cela tada sbirek, ve kterych jsou studentiim predkladany priklady
z analytické geometrie k vyTeseni, nebo jiz vyfresené. Cilem této diplomové prace je rozsirit
tuto fadu o sbirku fesenych piikladt z analytické geometrie v roviné. Pfesnéji o sbirku,
ve které jsou metodami analytické geometrie feSeny tlohy o trojuhelniku. Ty jsou diky
nazornosti a také zkusenostem, které jiz studenti maji z planimetrie, vhodné k procviceni
vétsiny latky analytické geometrie v roviné. Presto je takovych prikladi ve vétsiné sbirek,
s vyjimkou sbirky Jindry Petdkové [4] a ucebnice analytické geometrie pro gymnézia [3],
naprosty nedostatek, nechybi-li v nich viibec. V zadani kazdé tlohy jsou vzdy uvedeny
prvky (téZnice, vysky, stiedy stran apod.), ze kterych se ma trojuhelnik ,zkonstruovat®.
V tomto piipadé zkonstruovat znamend vypodéitat souifadnice vrcholéi. Ctenafi je spolu
s orientacnim obrazkem a vysledkem nabidnut i podrobny postup feseni.

Cely text prace je rozclenén do péti kapitol. V prvni kapitole jsou shrnuty
ty teoretické poznatky z analytické geometrie v roviné, které jsou v dalsich kapitolach
vyuzity pri reSeni prikladi. Na konci této kapitoly je uvedeno oznaceni, které je pouzivano.
Zbylé ctyti kapitoly jsou jiz vénovany fesenym prikladim. Kazda z téchto ¢ty kapitol jich
obsahuje deset. Jisté bychom vymysleli mnoho dalsich prikladd, avSsak pocet stran, ktery

ma diplomova prace mit, to neumoznuje.



Kapitola 1

Teoretické poznatky a oznaceni

1.1 Zakladni pojmy

Abychom vibec mohli algebraickymi prostifedky geometrické tlohy fesit, musime nejdrive

zavést tzv. kartézskou soustavu souradnic:
1. zvolime pocatek O, souradné soustavy
2. pocatkem O,, vedeme dvé na sebe kolmé piimky' - osy x, y
3. na obou oséach zvolime orientaci, tzn. urc¢ime kladny a zaporny smeér
4. zvolime jednotku, ktera bude na obou osach stejna

Kazdému bodu A jsou piifazeny soufadnice - usporadané dvojice redlych ¢isel [z 4, ya].
Usecku nazveme orientovanou, jestlize jejim krajnim bodim prifadime poradi, tzn. jeden
jeji koncovy bod oznac¢ime jako pocatecni, druhy jako koncovy. Orientovana tsecka se
znézorni tak, ze jeji koncovy bod opatiime Sipkou (viz Obrazek 1.1).

" o . Lo D AR .. e e
Dvé rovnobézné orientované tsecky AB, C'D nazveme souhlasné orientované, jestlize jejich

koncové body B, D lezi ve stejné poloroviné s hrani¢ni pfimkou AC', v opa¢ném pripadé

!ProtozZe se jedné o sbirku piikladf z analytické geometrie v roving, veskers teorie je opakovana pouze

pro E2, tzn. dvojrozmérny eukleidovsky prostor.



Obrézek 1.1

je nazveme nesouhlasné orientované.

Mnozinu vSech souhlasné orientovanych tsecek stejné délky nazyvame vektor. Vektory
ozna¢ujeme malymi pismeny latinské abecedy se Sipkou (i, ¥ apod.).

Necht A[z4,ya] je pocateéni a Blrg,yg| koncovy bod vektoru . Cislo u; = x5 — x4
se nazyva prvni, ¢islo ug = yp — ya druhd slozka vektoru @ a piSeme 4 = (uq,us).
Vektor ¢ = (0, 0) se nazyva nulovy vektor. Slozky (uy, us) vektoru @ = AB vyjadiuji, ze
bod B je od bodu A vzdélen u; jednotek ve sméru osy = a us jednotek ve sméru osy y.
Z Pythagorovy véty je ziejmé, Ze pro velikost vektoru « plati || = \/m a pro
velikost tsecky AB plati |[AB| = /(x5 — 74)* + (yp — ya)? (viz Obrézek 1.1).

Pro libovolné k € R je vektor v k-nasobkem vektoru , je-li v; = k-uq, v9 = k- us. MliZeme
také psat « || . Je-li k = —1, je ¥ = —d a v; = —uy, vo = —us. Vektor —u se nazyva
opacny vektor k vektoru .

’ o = H e H . 7’ 4
Odchylka dvou nenulovych vektoru & = AB, ¢ = AC' je konvexni thel ¢ = S BAC.
Je-li 4 nebo ¢ nulovy vektor, jejich odchylku nedefinujeme.

Déle se zavadi pojem skalarni sou¢in vektoru u, v:
U-U= UIV1 + UV2

nebo také

—

- U= |u] || - cose, kde ¢ je odchylka vektoru u, .



Upravou druhého vztahu dostavame v pripadé nenulovych vektord , o:

i
ja - 1]

Protoze cos ¢ = 0 pro jediné ¢ € (0, ), totiz ¢ = 7, jsou u, ' kolmé, prave kdyz - v = 0.

<y

cos p =

<y

1.2 Parametricka rovnice primky, poloprimky a tsecky

Obrézek 1.2

Mgjme dany dva rtzné body A[za,yal, Blrg, yg]. Jak vime z planimetrie, exis-
tuje jedina primka, oznacme ji napt. p, jdouci témito dvéma body. Na pfimce p zvolme
libovolny bod X a ozname u = AB a i = AX. Ze stejnolehlosti trojuhelnikit AB;B a
AX, X (viz Obrézek 1.2) plyne AX = t- AB, pro nékteré t € R, takie X — A = ¢ -, odkud
X = A+t 4. Vidime tedy, Ze volbou vhodného parametru ¢ € R dostaneme libovolny
bod na pfimce p. Vyjadieni p: X = A+t -4, t € R, se nazyva parametricka rovnice
pirimky p a vektor @ se nazyva smérovy vektor pirimky p. Jestlize omezime mnozinu
pro vybér parametru ¢ na interval (0,00) (resp. (—00,0)), jep: X = A+ ¢- 4 para-
metrickd rovnice polopfimky s pocate¢nim bodem A obsahujici (resp. neobsahujici)

bod B. Pokud t € (0,1), je p: X = A+t -4 parametrickd rovnice tsecky AB.

10



1.3 Obecna rovnice piimky

Z planimetrie vime, Ze v roviné existuje k dané pfimce pravé jedna kolmice jdouci danym
bodem. Ozna¢me tedy 77 = (a,b) normalovy vektor pfimky p, tj. vektor kolmy ke smé-
rovému vektoru piimky p a P[zp,yp] bod na piimce p. V8echny body X|[z,y| pfimky p

tedy splnuji rovnost

—_—
ii-PX =0, tj.
(a,b) - (z —zp,y —yp) =0

axr + by + (—axp —byp) =0

Oznac¢ime-li —axp —byp = ¢, je vysledny tvar ax+by+c = 0. Vyjadieni p : ax+by+c =0

se nazyva obecna rovnice primky p.

1.4 Polohové ulohy

e Oznacme S[zg,ys| stied tsecky AB. Z obrazku 1.3 ihned plyne, ze zg = TATts —; xB,
_ Yat+ys e yA+yB]
g =—— 24 S )
2 2 2

n

LR
nn

B Xz

Obrazek 1.3

e Prevedeni parametrické rovnice pfimky na obecnou a opac¢né.

Pii prevadéni parametrické rovnice primky p : X = A+t -4, t € R na obecnou

rovnici

11



1. nalezneme normalovy vektor 7 = (a,b) pfimky p: je-li @ = (uq,u2), je (a,b) =

= (ug, —uy) (plati totiz @ - 7 = uyug + ug(—uy) = 0)

2. dopocitame absolutni ¢len ¢ z obecné rovnice p : ar+by+c = 0, napt. dosazenim

soutadnic bodu A: ¢ = —usx 4 + u1ya
P1i pfevadéni obecné rovnice ptimky p : ax + by 4+ ¢ = 0 na parametrickou rovnici

1. nalezneme smérovy vektor « pfimky p: @ = (b, —a)

2. najdeme libovolny bod na primce p: jednu jeho souradnici zvolime a druhou
dopocitame
Vzajemna poloha bodu a primky.
Méjme parametrickou rovnici pfimky p : X = A+ ¢ -4, t € R, resp. jeji obecnou
rovnici p : ax + by + ¢ = 0. Bod Mz, yu] lezi na piimce p, jestlize existuje ¢ty € R
takové, ze M = A + ty - u, resp. jestlize axy; + byyr + ¢ = 0. V opacném pripadé

bod M na pfimce p nelezi.

Vzajemna poloha dvou pfimek.

Mé¢jme dany parametrické i obecné rovnice primek p, g¢:

parametricka rovnice | obecné rovnice

p| X=P+t-u,teR | ax+by+c=0

g|Y=Q+s-U,secR|de+ey+f=0

V roviné vzdy nastane jeden ze dvou pripadii:

— p, q jsou rovnobézné - rizné nebo splyvajici

— p, q jsou rtiznobézné

Piimky p, ¢ jsou rovnobé&iné, plati-li: 4 || ¢, (a,b) || (d,e), @ - (d,e) = 0, resp.
(a,b) - ¥ = 0. K tomu, abychom byli schopni rozhodnout, zda jsou p, ¢ rovnobé&zné

primky, sta¢i ovéfit jeden z téchto vztaht. Je-li p || ¢ a jestlize navic pro libovolny

12



bod M|xyr,ynm] € p plati M = Q + so - U pro nékteré so € R, resp. dxy + ey +
+ f =0, jsou piimky p, ¢ splyvajici (totozné).

Jsou-li p, ¢ raznobézné primky, pak pro jejich prusecik Mz, yas] plati:
M =P+ty-u=CQ+sg-0U pro nékteré tg,sg € R

resp.

aryr +byy +c=dry +eyy + f =0

Odtud plyne zpisob, jakym se soutadnice [z, yps] bodu M spoéitaji:
— TeSenim soustavy rovnic

Ty rTpttl-up=x9+S-1;
Ym: Ypt+t-us=yq+s-vs
(jsou-li p, ¢ zaddny parametricky)

— FeSenim soustavy rovnic

axM+byM+c:0

dry +eyy + f=0
(jsou-li p, ¢ zadany obecnymi rovnicemi)
— dosazenim parametrického vyjadieni do obecné rovnice

d(xp+t-u1)+e(yp+t-u2)f:0

resp.

a(xg +s-v1) +b(yg+s-va) +c=0

(je-li pfimka p zadéna parametrickou a pfimka ¢ obecnou rovnici, resp. pfimka p

obecnou a pfimka ¢ parametrickou rovnici)

13



1.5 Metrické ulohy

e Vzdalenost bodu Plxp,yp| od pfimky p : ax + by + ¢ = 0 se vypocita podle

vzorce:
_axp +byp + ¢

V&R

d(P, p)

e Odchylka primek.
Jsou-li p, ¢ pfimky se smérovymi vektory u, ¢, resp. normalovymi vektory 7, m, je
jejich odchylka ¢islo ¢ € <0, g>, pro které:
| - v |71 - |

u-v n-m
|ﬁ‘ ] "U" resp. Cos Y =

0= CRE

e Kolmost primek.

Jsou-li 4, ¥ smérové, resp. m, m normalové vektory primek p, ¢, plati:

plg & u-v=1n-m=0

1.6 Kruznice

Z planimetrie vime, ze kruznice je mnozina vSech bodt v roviné, které maji od daného
bodu (stfedu kruznice) stejnou vzdalenost.

Je-li tedy X[z, y] bod na kruznici a S[m, n] stfed kruznice k(S,r), plati:

JEmmP =P =1
(x=m)’+(y—n)?=r" (%)
2?2 —2mx +m? + 9> —2ny+n® —r* =0

2

Oznacime-li m? + n? — r? = p, je: 2y —2em —2yn+p =0 (x%)

Rovnice (*) se nazyva stfedova rovnice kruznice k, resp. rovnice (#x*) se nazyva obecna

rovnice kruznice k.

14



1.7 Oznaceni
V zavéru kapitoly se jesté dohodneme na znaceni, které budeme pouzivat.
e Soutadnice bodu P budeme znadit [zp, yp].

e Pocatek souradného systému budeme znacit O,,,.

Obrézek 1.4

V trojihelniku ABC budeme znacit:

e a, b, c pfimky, na kterych lezi po fadé strany BC', AC, AB

|la|, 18], |c| délky stran BC', AC, resp. AB

a, B, v po fadé velikosti vnitinich thlt pfi vrcholech A, B, resp. C'

Ay, By, C1 po tadé stiredy stran BC, AC, resp. AB

ta, ty, t. piimky, na kterych lezi po fadé téznice AA;, BB, CC}

|tal, [t |te| délky téznic AA;, BB, resp. CCy

15



Ao, By, Cy paty vysek spusténych po fadé z vrcholu A, B, C
Vg, Up, U, piimky, na kterych lezi po radé vysky AAq, BBy, CCy
[Val, |vs, |ve| délky vysek AAg, BBy, resp. CCy

T téziste

V' prusecik vysek

O stied kruznice k, trojuhelniku opsané a r jeji polomér

S stred kruznice k, trojihelniku vepsané a p jeji polomér

16



Kapitola 2

Vv

cviceni pocitani vzdalenosti bodi, stfedu tisecek a prisecikt primek.

B Priklad 1: Vypocitejte soutradnice vrcholi trojuhelniku ABC, znate-li soutadnice
stfedi stran A;[4,1], B1[—1,2], Cy[1, —4].
C

By
Ay

A
Ch B

Reseni: Z rovnobézniku AB;A;C; mame A = By + A,C, = B; + C; — A4, takze

o=z +To —2a =—-1+1-4=—4 L A[-4, -3

Ya=9Yp + Yo, —Ya, =2—-4—-1=-3
—_—
Podobné, z rovnobézniku BC1B1A; méme B = C + B1A; = C; + A1 — By, celkem tedy

Tp=To, + T4, —Tp, =6
P T = B[6, 5]

Y = Yo, +Ya, —Yp, = =5

17



——
Konecné, z rovnobézniku C'A;C1B; méme C' = A; + C1B; = Ay + By — (4, proto

To = IAl +xBl _$01 -

= C[2,7]
Yo =ya, T Yp — Yo, =7 0

& Vysledek: | A[—4, —3], B[6,-5|, C[2,7]

Jiné Feseni: Body A, By, C; jsou po fadeé stiedy usecek BC, AC, AB, proto:

_TptZTc _YB+Yc
=T =T
_TA+Zc _Yat+yc
Tp; T 9 YBy B
TA+xp Ya +YB

Loy = 9 Yo, = 2

Po tpravé a dosazeni dostavame dvé soustavy tii rovnic o tfech neznamych:

g t+xc =38 resp. yp + Yo = 2

Ta +z0=—-2 Ya +yc =4
LAt Tp =2 Ya+ym = -8

TA— 1B =-10 Ya —YB =2
AT Tp =2 Yya t+ys = -8
2x 4 = -8 294 =—06
T4 = —4 Ya = —3
rg =6 yg = —H

To =2 Yyo =17

Proto A[—4, —3], B[6,—5], C[2,7].

B Priklad 2: Vypocitejte souradnice vrcholi trojiuhelniku ABC), jestlize znate soutrad-
nice tézisté 7'(—2,3], bodu Bi[—5,5] a vite-li, Ze ¢ || p: 2z — 23y =0 a [t,| = 2 |b].

18



Reseni: Nejdifve pomoci bodi By a T vypoditame soufadnice vrcholu B:
—
B=T+2BT=[-2,3]+2(3,-2) = [4,—1]

Protoze B € ¢ || p, je ¢ : 20 — 23y — 31 = 0. Podle zadéni |t,| = % |b] = % |AC| = %\A31| -
23 31
= |ABy| = 2t,| = |AT|. Z A € c plyne 2z4 — 23ys — 31 = 0, odkud x4 = %

A protoze |AB;| = |AT|, plati:

23y4 + 31\ 2 23y4 + 31\ 2
S22 o [ B

23y4 + 41\ 2 23y4 + 35\ >
(_L) +(5—ya)? = <_yA7) 4 (3= ya)?

2 2

529y% + 1886y 4 + 1681 529y% + 1610y 4 + 1225
Ya 4yA 25— 10y4 + 12 = Ya 4yA 9~ 6yt o]
276 456
ZYATED | 16— dy, =0
4
69y4 + 114+ 16 — 4y, =0
65y4 + 130 =0
ya=—2 = py="2081— Ly g[-L 7]

Bod B je stfed tsecky AC, proto:

ra+x
xBlz% = rc=2xp —x4=2-(-5)+2=-3
= C[-2,12]
_Yatye —9 —2.54+92=12
BL= T = Yo =2Yp —Ya=2-0t2= 0

@ Vysledek: |A[-2, 2], B[4,-1], C'[-3,12]




B Priklad 3: Vypocitejte souradnice vrcholi trojuhelniku ABC|, znate-li souradnice

teézisté T'[1, 3], bodu A;[3,4] a vite-li, ze B; € ¢: X =[-5,1] +t(1,1),t€R,ac|p:z+
+4y = 0.
¢ C
ta
B, /
A P
T
A y B .
7 D

vy

vrcholu. Proto A =T + Qﬁ =[1,3]+2(-2,-1) =[-3,1].

Stred B; strany AC' lezi na pifimce ¢ a z vlastnosti stfednich pticek trojihelniku plyne
A1By || AB, proto A1 By C p' || p, kde p’ je pfimka jdouci bodem A;, takZze méa obecnou
rovnici p’ : x + 4y + k = 0. Po dosazeni soufadnic bodu A; do rovnice vyjde k& = —19.
Bodu B;[-5 +t,1 +t] € p' odpovida ten parametr ¢, ktery spliiuje podminku (—5 + ¢) +
+4(1+1t) —19 =0, takze t = 4 a By[—1,5].

Nyni jiz B =T +2B,T = [1,3] + 2(2, —2) = [5, —1].

Bod B je stfed tsecky AC, takze:

xBlzw =10 =2 —xa=2-(-1)+3=1,
ity = C[1,9]
Atyc
yp =" = Yo =2Yp —Ya=2-5-1=9. O

& Vysledek: | A[-3,1], B[5, —1], C[1,9]

Jiné feSeni: Soufadnice vrcholi A a B spocitame stejné jako v predchozim feSeni, avsak
—
soutadnice vrcholu C' vypocitame takto: T'= C' + %C’C’l =C+ %(C’l -C) = %C’l + %C’,

takze

2 TA+ TR TA+2xp+ 2

$T=§$CI+%IBCZ3 T—i—%a:c: 3
_ 2 1. 92 Yatys 1 Yatys+yc
Yyr = 3Yc, + 3Yc =35 - 5 —i-gyc—#

20



odkud

To=3xr—x4—2x=1

= CIL,9]
Yo =3yr —x4 —rp =9

B Priklad 4: Vypocitejte souradnice vrcholi trojihelniku ABC), jestlize znate soutrad-
nice bodu Bj[1, 6] a obecné rovnice piimek ¢, : 4z — Ty +8 =0, t.: 8z +y — 44 = 0.

Reseni: T € t, Nt,., proto:

Az — Typ +8 =0

8xp + yr—44=0

15yr — 60 = 0

yr=4 = ar=>5 a T[54
Tézisté T rozdéluje tisecku BB v poméru 1 : 2, ptitom |BT| = 2 |T B;|. Plati tedy:
—
B = Bl + 3BlT, neboli [ZL‘B,yB] = [1, 6] + 3(4, —2) = [13, 0]

4 8
Protoze Alxa,ya] € tq, plati 4z4 — Tya + 8 = 0, odkud y,4 = xA7+ . Neznadme sice

. . . C v 1. TA+T Ty + 13
soutadnice bodu (1, vime ale, ze 'y je stied tsecky AB, proto x¢, = A B4 ,

2 2
+ dry+8 ., v ‘
_YATYs _ TPATO pile vime, ze C; € t., proto plati 8z¢, + yc, — 44 = 0, odkud

Yoy 2 14 3
yo, = 44 — 8zp, = 44 — 874

. Porovnanim obou vyjadieni y-ové souradnice bodu C
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dostavame:

4y + 8 ra+13
FATO gy _grAT 2
14 8 2
drp + 8 =14(—4x 4 — 8)
Tpg+2=—14x4 — 28
1524 = — 30

ta=—2 =>ysa=0 a A[-2,0]

Zbyva vypocitat souradnice vrcholu C'. Bod Bj je stfed tsecky AC, proto:

9531:@ =>xc=2xp —Ty=2+2=4
= C4,12]
_ Yatyc B B
Y = T = Yo = 2yp, —Ya =12 0

& Vysledek: [ A[—2,0], B[13,0], C[4,12]

Jiné Feseni: Nejprve vypocitame souradnice vrcholu B stejné jako v predchozim feSeni.
Pro vypocet soufadnic vrcholu A uvazme piimku ¢, || ¢, takovou, ze A € t.. Pak [t.B| =
= 2 |t.B| a pfimka ¢/ prochazi bodem T'[z7, y7/], pro ktery plati 7" = B + 9BT. Je tedy
e,y = [13,0] + 2(—8,4) = [—3,8] a t, ma obecnou rovnici ¢, : 8z +y — 16 = 0.

Soufadnice [x4,y4] vrcholu A € ., Nt, jsou tedy FeSenim soustavy rovnic:

8rs+ ya—16=0

dxs —Tya+ 8=0

15ya+ 0=0
Yya =0 =24 =-2 a A[—Q,O]
TA+2ZTp+Tc Ya+Ys+ Yo
3 ’ 3
= [Ber — x4 — 2B, 3yr — ya — ys| = [4,12].

Ze vztahu [zr,yr| =

] ! po tpravé dostavame [zc,yc] =

IPlati totis T — Ot 200" — Ot 2(Ch () — 20 1 1 . _2 1.2 1,0
Platitotiz T = C+5CC, = C+3(C1—C) = 5C1+3C, takze [x7, yr] = [3{E01 + 3%c, Yo, + 3yc] =
TA+ 2B Yya+ys 1 TA+ 2T +Tc Ya+ys +yc
2 TR 3 ’ 3 '

2 1 2
=13 +3%c, 3
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B Priklad 5: Vypocitejte souradnice vrcholi B, C trojuhelniku ABC), jestlize znate
soufadnice vrcholu A[—5, —2] a obecné rovnice ptimek t, : 2x +y —4 =0, t.: 2z —y = 0.

C
)

te

Reseni: C; € t,, proto 2z¢, —yc, = 0, odkud y¢, = 22¢,. Dale je bod O stied tsecky AB,

@, odkud zp = 2x¢, — x4 = 220, + 5, 1€SP. Yo, = Y4 +yB, odkud

proto z¢, = 5

Ys = 2Yo, — Ya = 4xc, + 2. Vime také, ze B € t;, proto 2z + yp — 4 = 0, odkud
yp =4—2xp =4—2(2x¢, +5) = —4z¢, — 6. Porovnanim obou vyjadieni y-ové souradnice

vrcholu B dostavame:
41’01 —|—2:—41’01 —6
8.%01 =—-28
To, = — 1 = Yo, = 2(—1) =-2 a Ol[—l, —2]
Nyni jiz mizeme soutadnice vrcholu B dopocitat:

Tp=2rc, +5=-2+5=3
= BI[3, -2
yp = —4xc, —6=4—-6= -2

Vrchol C' uréime z podminky C' = C; + 3@ . Nejdfive ale z podminky T € t, N i,

Vv

2$T+yT—4:0

2xr —yr =0

4.CET —4=0

zr =1 :>yT:2 a T[l,Z]
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Je tedy [z, yc] = [wey, yo] + 3(2r — xoy, yr — yo,) = [—1, =2] + 3(2,4) = [5, 10]. O

& Vysledek: | B[3, —2], C[5, 10]

B Priklad 6: Vypocitejte soufadnice vrcholt trojihelniku ABC), jestlize znate obecné

rovnice pfimek a : 2r +y—10=0,t,:x +2y—2=0at.:x —y+1=0.

Reseni: B € aNty, proto:

205+ yp—10=0

rg+2yp— 2=0

3y — 6=0

yp= —2 =x5=06 a B[6,—2]
Podobné C' € ant,:

2$C+yc—10=0

To — Yo + 1=0

3¢ - 9=0

re=3 =yc=4 a C[3,4]

Soutfadnice [z4,ya] vrcholu A uréime z podminky A = T + 2A;,T. Nejdiive ale mu-

sime spocitat soufadnice bodi A; a 7. Bod A; je stfed tsecky BC, proto [za,,ya,] =
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T+ xc Y+ Yo
= [ 5 5 } = [%, 1}. T|xr,yr] € t, Nt., proto:

Tr4+2yr —2=0

rr — yT+1:0

3yT—3:O

yr=1 =xzp=0 a T10,1]

Nyni .]12 [xAu yA] = [xTa yT] + 2(‘IT —TA YT — yAl) = [07 1] +2 <_%7 0) - [_97 1] O

& Vysledek: | A[-9,1], B[6, —2], C[3,4]

Jiné feseni: Soutradnice vrcholi B a C spocitame stejnym zptsobem, pro vypocet sou-

fadnic [z4,y4] vrcholu A vSak pouZijeme jiny postup. Z B; € t;, plyne zp, +2yp, —2 =0,
;. . L . Ta+x

odkud zp, = 2 — 2yp,. Navic je B; stfed tusecky AC, takze xp, = u, odkud

+
x4 = 2wp, —xc = 2(2 — 2yp,) — 3 = 1 — 4yp,, resp. yp, = ya 5 yc’ odkud y4 =

= 2yB1 — Yo = 23/31 — 4 a celkem je A[l o 4yB17 2931 o 4]

Podobné z Ci[z¢,, ye,| € te plyne z¢, —yo, +1 = 0, odkud z¢, = ye, — 1. Navic je bod C

o

stted tsecky AB, takze ¢, = ,odkud x4 = 220, —25 = 2(ye, — 1) —6 = 2yc, — 8,

Ya +9YB

resp. Yo, = , odkud y4 = 2yc, — yp = 2yc, + 2 a celkem je A[2yc, — 8,2yc, + 2.

Porovnanim dvojiho vyjadieni soufadnic vrcholu A obdrzime:

ra: —4yp, +1=2yc, —8
Ya: 2yp, —4=2yc, +2
6yp, — 5 = 10
Yp, = %
Nyni jiz je [va,ya] = [1 — 4yp,, 2ys, — 4] = [-9,1].

B Priklad 7: Vypocditejte soutadnice vrchold trojuhelniku ABC, jestlize znate sou-

fadnice tézisté T'[—2,0], obecnou rovnici pfimky a : 4z + 3y — 12 = 0 a vite-li, Ze
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bod A, €p:y—2=0, |ty| =65, axp > 1y,

ResSeni: Protoze Ai[z4,,2] € a, je 4z4, + 6 — 12 =0, odkud 24, = 2 a A; [2,2]. Soutad-

nice vrcholu A uréime z podminky A =T + 2ﬁ =T+2(T — Ay) =37 —2A;. Je tedy
[2a,ya] = 3[-2,0] — 2 [3,2] =[-9,—4].
Protoze Blxp,yg| € a, plati 4xp + 3y — 12 = 0 odkud yp = 4 — ng. Daéle z vlastnosti

vvoev

oy +4rp +4+ 16 — Zap + 022 — 80 =0

25
9

vy — Pag — 60 =0

2(xp—06)(zp+ ) =0

a podmince ze zadani (zp > x4,) vyhovuje pouze 25 = 6. Déle yp = 4— %xB =4-8=—-4
a B[6,—4].

a pro soufadnice

rp+x +
Bod A; je stied tsecky BC, proto [za,,ya,] = [ B c Ys +Yc

2 2
[zc, yo] vrcholu C tedy plati:

[nyyC] = [QxAl - -TB>2yA1 - yB] = [3 - 674+4] = [_378] O

& Vysledek: | A[—-9, —4], B[6, —4], C[-3,§]
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B Priklad 8: Vypocitejte souradnice vrcholu trojuhelniku ABC), jestlize znéate obecné
rovnice ptimek a : 2r +y—8=0,1,:x —3y+3=0at,: 3z +5y—5=0.

C ta

Reseni: B € aNty, proto:

2¢p+ yp— 8=0

3:1:B+5y3— 5=0

—71‘3 +35=0

rp=5 =yp=—2 a B[5 2
Podobné, A;[z4,,ya,] € aNt,, proto:

2xA1_’_ Ya, — 8=0

xAl—SyAl—f- 3=0

7:EA1 —21=0

T, =3 = ya =2 a A3,2]
Teziste T'[xr, yr| € ta Ny, jeho soutadnice tedy ziskdme FeSenim soustavy rovnic:

a:T—ByT+ 3=0

3$T—|—5yT— 5=0

yr=1 =z7=0 a T[0,1]

Soufadnice [x4,y4] vrcholu A uréime z rovnosti A = A; + Sﬁ = A +3(T - A) =
= 3T — 2A,4, takZe [x4,ya] = 3[0,1] — 2[3,2] = [-6, —1].
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rp+xc Y :yB+yc
g M 2

Protoze je bod A; stfed usecky BC, je x4, = a pro soutradnice

[z¢, yc| vrcholu C' plati:

[zc,yc] = 224, — B, 2ya, —ys| = [6 — 5,4+ 2] = [1,6]. O

& Vysledek: | A[—6, —1], B[5, —2], C[1, 6]

B Priklad 9: Vypocitejte soutadnice vrcholtt rovnoramenného trojuhelniku ABC' se
zékladnou BC), jestlize znate soufadnice t&7isté T'[3, 4], bodu A4 [5, 5] a vite-li, ze t;, || p : o+
+ 3y = 0.

Reseni: Soufadnice vrcholu A uréime z podminky A = A; + 3ﬁ =A +3(T - A4) =
= 3T — 2A,, takze je [xa,ya] = 3[3,4] — 2[5,5] = [-1,2].

Protoze t, || p : © + 3y = 0, mé ptimka ¢, obecnou rovnici ¢, : 3z + y + ¢ = 0. Koeficient ¢
vypocitame z podminky 7" € t,: 3+3-44+c¢=0, protoc=—15at,: x+ 3y — 15 =0.

Z B € t, plyne xg + 3yg — 15 =0, odkud zg = 15 — 3yp.

Vénujme se chvili vrcholu C'. Protoze je bod A; stied tsecky BC, plati:

A, :w ,odkud z¢ =224, —2p =10 — 15+ 3yp = 3y — 5,
+
resp. Y4, _JB Yo , odkud yo =2y4, —yp =10 — yp.

Jelikoz je trojuhelnik ABC' rovnoramenny se zakladnou BC, plati |[AB| = |AC|

|AB| =v/(15 — 3ys + 1)2 + (yz — 2)? = \/(16 — 3yp)2 + (y5 — 2)2

|AC| =v/(3ys — 5+ 1)2+ (10 — yp — 2)2 = /(3ys — 4)*> + (8 — yp)?
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a tedy

V(16 = 3y5)? + (y5 — 2)> =V/(3ys — 4)> + (8 — y5)?
256 — 965 + Iy% + y% — dyp + 4 =9y% — 24y + 16 + 64 — 16y + y3
10y% — 100y + 260 =10y% — 40y + 80
—60yp = — 180

yp =3

Nyni jiz snadno dopocitame zbylé souradnice:

rgp= 15—3yp=15—-9=6
o= 3yp—5H=9-5=4
yo= 10—yp=10—-3=7 U

& Vysledek: | A[—1,2], B[6,3], C[4,7]

B Piiklad 10: Vypocitejte soutadnice vrcholt trojuhelniku ABC), jestlize znate sou-
fadnice t&zisté T[1,2], bodu B;[—1, 3], velikosti stran |a| = 4v/5, |c| = 24/17 a vite-li, Ze

ya < yc.

Reseni: Soufadnice vrcholu B uréime z podminky B = By + 3B—17)” =B +3(T - By) =

— 3T — 2By, takie [z, y5] = 3[1,2] — 2[—1,3] = [5,0].

TA+ To _ ya + Yo
2 7yBl 2

Bod B; je stied usecky AC, proto xp, = . Odtud vyjadiime
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souradnice vrcholu A pomoci soutadnic vrcholu C':
[xa,yal = 225, — xc,2yp, —yc| = [-2 —2¢,6 — ycl.

Déle vime, ze |c¢| = |AB| = 2V1T:

V(zp —24)2+ (yp — ya)? =2V17
(g — x4)* + (yB — ya)® =68

(5+2+2c)? + (=6 + yo)* =68

)
)
)
)

(74 z0)* =68 — (=6 + y¢)?

T+ x0=12+/68 — (=64 yc)?

T ==41/68 - (—6+yc)2 -7

Vime také, Ze |a| = |BC| = 4v/5:

V(re — )2+ (yo — yp)? =4V5
(rc —x8)* + (yo — yp)* =80
(zc —5)* + yg =80
(rc — 5)% =80 — y2
o — 9 =21/80 —y&

il

Porovnanim téchto vyjadieni souradnice ¢ dostavame, ze plati jedna z rovnic:
L /68— (—6+yc)? —7=+/80—y2 +5
2. /68 — (=6 + yc)? —/80 —y2 +5
3. —/68 — (=6 +yc)2—7=1/80 —yZ +5
4. —/68 — (=6 +yc)? —7=—/80—y2 +5
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Ihned vidime, zZe rovnice 3. neméa v R feSeni. Upravou v rovnici 4. dostavame:

—/68 — (=6 + yc)2 = —/80 — y2 + 12 a protoZe /80 — y2 < 9, je

0> —/68 — (=6 +yc)? > —/80 — y2 + 12 > 0, coZ je spor, tedy ani rovnice 4. nema

v R feSeni.

Resme nyni zbylé dvé rovnice, nejdiive rovnici 1.:

\/68—(—6+yc)2—7=\/80—y%+5

V68 — 42 + 12yc — 36 =/80 — 2 + 12
—y& + 12yc + 32 =80 — y& + 241/80 — y2 + 144
12y¢ — 192 =244/80 — 42,
yo — 16 =24/80 — 2,

Y2 — 32yc + 256 =320 — 42,

5y — 32yc — 64 =0
5(yc — 8) (yc + §) =0

Pfi vypoctu jsme provedli neekvivalentni tpravu (bylo to az to druhé umocnéni), a proto

musime provézt zkousku:

L(-8) == -2 Pp(—f)=..=8

L8)=---=1, P@8)=-=09,

takZe ani rovnice 1. neméa v R TeSeni a zbyva rovnice 2.:

VB8 — (<6 +y0)? — 7=~ /8042 +5
\/68—y%+12yc—36:—m+12
—y2 + 12yc + 32 =80 — 32 — 24,/80 — y2 + 144
12yc — 192 = — 24,/80 — y2
yc—16:—2m

ye — 32yc + 256 =320 — 4y2,
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Jiz vime, ze koreny této kvadratické rovnice jsou yo = 8, yor = —% a po provedeni zkousky
je L(8) =1, P(8) = 1, resp. L(—%) = —%, P(—%) = —1—59, a feSenim jsou tedy oba kofeny.
Avsak ze zadani je ya < yo aze vztahu [x4,ya] = [-2—2¢,6—yc] plyne: ya = 6—yc < yc,

odkud 3 < y¢ a tuto podminku spliiuje pouze yo = 8. Dopocitejme jesté zbylé souradnice:

o= —/80—yZ+5=—/80—64+5=1

Trpa = —2—1’02—2—1:—3

Ya = 6—yc:6—8:—2 D

& Vysledek: | A[-3, 2], B[5,0], C[1,§]
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Kapitola 3
Ulohy s vyskami a prisec¢ikem vysek

Tato kapitola obsahuje 10 prikladi, v jejichz zadani figuruje vyska nebo prisecik vysek.
Priklady v této kapitole jsou tedy urceny zejména na procviceni kolmosti primek, skalar-

niho souc¢inu vektort a vzdalenosti bodu od ptimky.

B Priklad 1: Vypocitejte souradnice vrcholi trojuhelniku ABC), jestlize znate soutrad-
nice bodt V' [§, 3], Ao[6, 1], Bo[2,3].

2732

Reseni: Vrchol A uréime jako prisecik piimek b, v,. V—BO) = (—g, g) | (1,—1) je normé-
lovy vektor piimky b, ta navic prochdzi bodem By[2, 3], proto b : . —y + 1 = 0. P¥imka v,
je urCena body Ay a V, pfitom V—AO> = (2,1) || (3,1), take v, : X = [6,1]+¢(3,1), t € R.
Vrcholu A € v, tedy vyhovuje ten parametr ¢, ktery spliiuje podminku (6 +3¢) — (1 +¢) +
+1=0, takze t = —3 a A[-3, —2].

Vrchol B urc¢ime jako prusecik pfimek a, v,. Stejnym zptisobem jakym jsme pocitali sou-
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fadnice vrcholu A dojdeme k obecné rovnici ptimky a : 3x +y — 19 = 0 a parametrickému
vyjadfeni piimky v, : X = [2,3]+ s(1,—1), s € R. Bodu B € v, odpovida ten parametr s,
ktery spliiuje podminku 3(2+s) +3 —s—19 =0, tedy s =5 a B[7, —2].

Soufadnice [z¢, yo| vrcholu C' € a N b ziskdme FeSenim soustavy rovnic:

xc—yc—i‘ 1=0
3zc+yc—19=0
dre —18=0

& Vysledek: | A[-3, 2], B[7,—-2|, C [%; %}

B Priklad 2: Vypoditejte souradnice zbylych dvou vrcholi B, C' trojuhelniku ABC,

jestlize znéte soufadnice vrcholu A[—2,0] a obecné rovnice pifimek a : x +y — 7 = 0,

T+ 2y —8=0.

A
Reseni: Vrchol B uréime jako pruseCik piimek a,v,. Jeho soufadnice ziskdme Fesenim
soustavy rovnic:

aNuvy: zp+ yg—7=20
xB+2yB—8:0

yp—1=0
yp=1 = xp==6a B[6,1]
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Vrchol C' uréime jako prisecik primky a s ptfimkou b. Pf¥imka b prochazi vrcholem A kolmo
k piimce v,, takze méa smérovy vektor (1,2) ab: X = [-2,0]+¢(1,2) = [-2+1¢,2t], t € R.
Vrcholu C' € b tedy odpovidé ten parametr ¢, ktery splituje podminku (—2+¢)+2t—7 = 0,
takze t = 3 a C[1, 6]. O

& Vysledek: | B[6, 1], C[1, 6]

Jiné Feseni: Vrchol BI6, 1] uréime stejné jako v pfedchozim feseni, avSak vrchol Clz¢, yc]
ur¢ime z podminek C' € a a AC 1L vp. Plati AC=C— A= (o +2,yc), v | W(2,—1).
Cea:xc+yc—7=0=yc=7—12¢
— —
AC Ly :0=AC-u =2 (zc+2)—yc=2xc+4—T7+2c =32c — 3=

=zc=1 yo=7—-1=6aC|L6].

B Priklad 3: Vypocitejte souradnice vrcholu trojuhelniku ABC), jestlize znéate obecné
rovnice ptfimek c: y+2=0,v,:x —3y—3=0auv,:x+y—5=0.

Reseni: Vrchol A uréime jako prisecik p¥imek ¢, v, resp. vrchol B jako prisecik pii-
mek ¢, vp.

cNug, : ya+2=20 = ys=—2
xA—SyA—3=0
ra=-3 aA[-3, -2
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cNup: Yyp+2=0 =yp=-2
rp+yp—5=0
rp="T7 a B[7,-2]

Zbyly vrchol C' ur¢ime jako prtsecik pfimek a, b. Piimka a prochézi vrcholem B kolmo
k piimce v,, proto ma parametrickou rovnici a : X = B[7,-2| +t-(1,-3), t € R,
podobné ptimka b prochézi vrcholem A kolmo k piimce vy, takze ma parametrickou rovnici

b: X =A-3,-2]+s-(1,1), seR

O[Ic, yc] = [7 + t, -2 — ?)t]

[—3 4+ s, —2 + s], proto:

To 7T+ t=—-3+s
Yyo: —2—3t=-2+s
944t =-1

& Vysledek: | A[-3,—2], B[T,~2], C [, 1]

B Priklad 4: Vypoctéte souradnice zbylych vrcholu trojuhelniku ABC, jestlize znate
soufadnice vrcholu C[3, 6], parametrickou rovnici pfimky v, : X = [-2,0] +¢(2,1), t e R

a obecnou rovnici primky v, : x +y — 5 = 0.

Reseni: Vrchol Alx4,ya4] lezi na pifmce v,, proto 24 = —2+2t, y4 = t pro vhodné t € R,

navic A lezi na pfimce b. Ta prochazi vrcholem C a je kolmé k pfimce v,. Normalovy
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vektor (1,1) pfimky v, je smérovy vektor piimky b, proto x4 = 3 + s, y4 = 6 + s pro
vhodné s € R. Celkem tedy:

Ta: —24+2t=3+s
Ya - t=6+s

—2+2(6+s)=3+s
s=—7 = Axa,ys=[3-7,6-7]=[-4,—1]
Vrchol B ur¢ime podobné: B € v, tedy z5 + yp — 5 = 0, navic B lezi na piimce a
prochéazejici vrcholem C kolmo k pfimce v,. Normélovy vektor pifimky a je tedy (2,1),
a protoze C[3,6] € a, je a : 2 + y — 12 = 0. Soufadnice vrcholu B ziskdme FeSenim

soustavy rovnic:

wNa: xp+yg— H=0
20+ yp—12=0
B — 7=0

rp=17 =>yB:—2 aB[?,—2]. O

& Vysledek: | A[—4, —1], B[7, —2]

B Priklad 5: Vypocitejte souradnice zbylého vrcholu C trojihelniku ABC, jestlize

znate souradnice vrchold A[—3,0], B[7, —5] a pruseciku vysek V[0, 2].

Reseni: Vrchol C uréime jako priise¢ik p¥imek a, b. P¥imka a prochazi vrcholem B[7, —5]
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a jeji normalovy vektor je AV = (3,2), proto je a : 3x 42y — 11 = 0. Pi¥imka b prochazi vr-
cholem A[—3, 0] a jeji normélovy vektor je BV = (=7,7) |l (1,—1), protoje b : x—y+3 = 0.
Soufadnice vrcholu C' ziskdme Fesenim soustavy rovnic:
anNb: 3zc+2yc—11=0
rc— yc+ 3=0
dT — 5=0
ro=1 =yc=4 aC[l,4]. O

& Vysledek: |C[1,4]

Jiné feSeni: Vrchol C' muzeme urcit také jako prusecik piimky v. napf. s pfimkou b.
—

Pfimka v. ma normalovy vektor AB = (10,—5) || (2,—1) a prochéazi pruise¢ikem vy-

sek V[0,2], proto je v. : 2z — y + 2 = 0. Soufadnice vrcholu C' pak ziskdme feSenim

soustavy rovnic:

bNv.: zc—yc+3=0
20c —yc+2=0

Tc —1=0

ro =1 =>yC:4

B Piiklad 6: Vypocitejte souradnice vrcholu trojihelniku ABC), jestlize znate obecnou

rovnici piimky ¢ : x — 8y + 2 = 0 a soufadnice pat vysek A [g, %}, Byl0, 4].

Reseni: Piiklad vyfesime metodou, ktera je spise konstrukéni: z boda Ay, By je usecka AB
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vidét pod thlem 90°, proto Ay, By lezi na Thaletové kruznici 7 nad primérem AB. Jeji

stfed S (= C) uréime jako prusecik pfimky ¢ s osou o tsecky AgBy. Stted O tsecky Ao By

x x —
mé soufadnice | =22 _5 Bo Yo ;yBO] = [1, 4], 4By = (—=5,—3) || (5,1), takie je
0:5x 4y — 5 = 0. Nyni jiz soufadnice [zg, ys| bodu S ziskdme FeSenim soustavy rovnic:
oNc: 5x5+y5———0

s —8ys+2=0 = 2x95=28ys—2

5(8ys —2) +ys— 5 =0
41yg ——:0
yszé = x5 = 2 aS[Q,%]

PolomérrkruéniceTje\SAo\:\/(——2) 2—3) =4/1+16= /% aje tedy 7 :

(z—2)2+ (y — %)2 = % Nyn{ najdeme soufadnice [x, y] prusecikt kruznice 7 s pfimkou c,

coz budou hledané vrcholy A a B. Protoze ¢ : x = 8y — 2, po dosazeni do stfedové rovnice

kruZnice 7 dostaneme:

(8y—2—2)2+(y—§)2=%5
64y — 64y +16+ 3y —y+ 1 =9
65y% — 65y = 0
yly—1)=0
Odtud y = 0 nebo y = 1, ¢emuz odpovidd x = —2 resp. x = 6. Hledané vrcholy jsou tedy
A[—-2,0] a B[6,1], resp. A’[6,1] a B'[—2,0].
Vrchol Clx¢, yo] uréime jako prusecik ptimek a, b. Po dosazeni soufadnic vrcholu B, resp.
B’ do rovnice pfimky a a po tpravé jea:x+y—7 =0, resp. ' : x —y + 2 = 0. Zbyva
ndm urcit piimku b. Body A, By € b a A—>Bo = (2,4), resp. A, By €l a A’—>BO = (-6, 3),
takze b: X =[—-2,0] +t(2,4), t e R, resp. V/ : X =[6,1] +t(—6,3), t' € R.
Ceanb: (=2+2)+4t—-7=0 =t=3 aCJl,6]

2

C'ednt: 6-6t')—(1+3t)+2=0 =t=1 aC [3 2] 0

@ Vysledek: | A[-2,0], B[6, 1], C[1,6], resp. A'[6, 1], B'[-2,0], C" [5, ¥]

39



Jiné feSeni: Na primce ¢ zvolme libovolny bod, napt. X [2, %} Smérovy vektor primky c

je (8,1) a jeji parametrické vyjadreni je ¢ : X = [2,1] +¢(8,1),t € R. Z A, B € ¢ mame
1 1 , _ >

A [2 + 8t1, ) + tl]; B [2 + 8t2, ) + tg] . Dale BA()J_AAO a AB()J_BBO odkud BAO . AAO ==

H H . Ve /7 Ve Ve o
= 0= AB, - BBy. Nejprve vyuzijeme pouze rovnost obou skalarnich soucint:

(5 —8ty,d—ty) - (5 —8t1,4—t1) =(—2—8t1, 2 —t1) - (=2 — 82, 2 — 1)
—8t1 — 8ty + 65t1ty + L = Bty + Dty 4 6511 + $

Lt + Lt =0

, . 5 Do , « .. 65
Po dosazeni do rovnice ABy- BBy = 0 dostaneme po tipravé rovnici —65¢2 + < = 0, odkud
t = i%. Pro t; = —% je ty = %, a tedy A[—2,0], BI[6,1], resp. pro t; = % je ty = —%
a A'l6,1], B'[—2,0]. Soutadnice vrcholu C, resp. C’ bychom opét spocitali jako v prvnim

fesSeni.

B Piiklad 7: Vypocitejte souradnice vrcholia trojihelniku ABC, jestlize znate obecnou

rovnici pfimky ¢ : z + 2y = 0 a soufadnice bodi V|2, 3] a By|0, 6].

Reseni: Body By[0,6] a V[2,3] lezi na piimce vy, jeji smérovy vektor je proto ByV =
= (2,-3) awv : X =10,6]+t2,-3), t € R. Protoze B € ¢N v, jeho soufadnicim
odpovid4 ten parametr ¢, ktery splituje podminku 2¢ +2(6 — 3t) = 0. ReSenim této rovnice

jet=3aB[0+6,6—9]=1[6,—3].
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Vrchol A € bNe, pritom pirimka b prochazi bodem B, kolmo k pfimce vy, takze jeji obecna

rovnice je b : 2z — 3y + 18 = 0. Soutadnice vrcholu A ziskdme feSenim soustavy rovnic:

bNc: 2x4—3ya+18=0

Ta+ 2ya =0
—Tys+18=0
=B saa— %A%

Pro vypocet souradnic vrcholu C' € b N v, zbyva urcit napt. obecnou rovnici piimky v,
a vyfesit soustavu rovnic pfimek b a v.. Pfimka v, prochézi bodem V|2, 3] kolmo k pfimce ¢,

jeji obecnéa rovnice je tedy 2z —y — 1 = 0.

bNuv.: 2xc—3yc+18=10
21‘0— Yo — 1=0
— 2y +19=0

& Vysledek: [A[% F] B6. 3], C[5.7]

B Priklad 8: Vypocitejte soufadnice vrcholti trojihelniku ABC), jestlize znate obecné
rovnice p¥imek b: z —y+5= 0, c : v+ 2y +2 = 0 a velikosti vysek |vy| = 6v/2, |v.| = 3V/5.
Ze vSech moznych feseni vyberte to, pro které jsou vzdalenosti vrchol od pocatku sou-

fadné soustavy nejmensi.
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Reseni: Vrchol A uréime jako prusecik primek b, c:

bNc: xp— ya+ 5=0
Ta+2ya+ 2=0
3x 4 +12=0

ra=—-4 =>ys=1aA[—-4,1]

2y 45l _ 65 kae
]_2 + (_1)2

Blz,y]. Po tpravé dostaneme |z —y + 5| = 12. Proto bud B € p :  —y — 7 = 0, nebo

Podle vzorce pro vzdéalenost bodu od pfimky je |vy| = d(B,b) =

Bep :x—y+17=0.

V pripadé B € p pro souradnice bodu B mame soustavu:

pNc: r— y— 7=0
r+2y+ 2=0
3z —-12=0

r=4 =y=-3aB[4,-3

V piipadé B € p’ dostaneme soustavu:

pNe: r— y+17=0

r+2y+ 2=0

3z +36=0
r=-12 =y=>5aB'[-125]

2 2
- % = 35, kde Cle,y, odkud & + 2y + 2| = 15, a tedy
+

budCeq:x+2y—13=0,nebo C' € ¢ : x4+ 2y+ 17 =0.

Podobné |v.| = d(C, ¢)

V pripadé C' € ¢ mame:

qnb: r+2y—13=0
r—y+ 5=0
3x - 3=0

r=1 =y=6aC[l,6
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V piipadé C € ¢’ mame:

qgNb: r+2y+17=0
r— y+ 5=0
3z +27=0

r=-9 =y=—-4aC'[-9, -4

Nyni z vrchola B, B’, resp. C, C’ vybereme ty, které maji od pocatku P[0,0] mensi

vzdalenosti:

|PB| = /42 + (=3) = V25 = 5, resp. |PB'| = \/(—12)? + 52 = V169 = 13

a od pocatku P ma tedy mensi vzdalenost vrchol B.

|PC| = V12 + 62 = V37, resp. |PC'| =+/(—9)2 + (—4)2 = V97

a od pocatku P mé tedy mensi vzdalenost vrchol C. U

& Vysledek: | A[—4,1], B[4, 3], C|1, 6]

B Priklad 9: Vypoditejte souradnice zbylych dvou vrcholi B, C' trojuhelniku ABC,

jestlize znate soutadnice vrcholu A[—7, —5] a pat vysek A, [%, 1—51] a By [—%, %]

Reseni: Vrchol B uréime jako prisecik piimek a,v,, vrchol C jako priseéik piimek a a b.

Normaélovy vektor pfimky a prochézejici bodem Ag [7 1—1] je AAO = (%, 35—6) | (7,6), jeji
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obecna rovnice je proto a : 7Tx + 6y — 23 = 0.

1 ’ w7 RS _§§'—)_QE Y
Normaélovy vektor pfimky v, prochazejici bodem By [ 5 2} je ABy = (2, 5 ) | (3,5), jeji

obecnéa rovnice je proto vy, : 3x + 5y — 5 = 0.

Soutadnice xp, yp vrcholu B € a Nw, tedy spliuji soustavu rovnic:

7xB+6yB—23=0
3[L’B+5y3— 5=0

17y3+34:0
yp = —2 = xp=>5a B[5, 2]

Parametrické vyjadieni piimky b jdouci body A, By je b: X = [-7,—5] + #(3,5), t € R,

vrcholu C' € a Nb tedy odpovida ten parametr ¢, ktery spliiuje podminku 7(—7 + 3t) +
+ 6(—5+ 5t) — 23 = 0, odkud po tpravé t = 2 a C[—1,5]. O

& Vysledek:

B[5,-2], C[-1, 5]

B Piiklad 10: Vypoditejte soufadnice vrcholi trojuhelniku ABC), jestlize znate obecné

rovnice pfimek v, :x —2y+1=0, v :x+y—2=0aviteli, Zev. || p: 3z —y=0a Ze

M[3,-3] € c.!

!Poznamenejme, Ze trojthelnikd, jim# jsou dané tii piimky v,, vs, v. vyskami, je nekoneéné mnoho.

Vsechny jsou stejnolehlé se stifedem stejnolehlosti v bodé V. Podmince M € ¢ v8ak vyhovuje jediny.
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Reseni: Z planimetrie vime, Ze je-li cLv, a v, || p, je také cLp. P¥imka c, kterd prochézi
bodem M3, —3] kolmo k pfimce p : 3z — y = 0, ma obecnou rovnici ¢ : z + 3y + 6 = 0.

Vrchol A lezi v priseciku pfimek v, a ¢, proto:

voNe: x4—2ys+1=0
TA+3ya+6=20

dYya+5=0
ya=-1 = x4=-3a A[-3,—1]

Vrchol B lezi v pruseciku primek v, a ¢, proto:

wNce: rp+ yp—2=0
$B+3y3+6:0

2y3+8:0
yp = —4 = xp="06a B[6,—4]

Vrchol C' lezi v priseciku primek a a b, pfitom pfimka a prochézi vrcholem B kolmo

k pfimce v,, ma tedy obecnou rovnici a : 2z+y—8 = 0, resp. primka b prochazi vrcholem A

kolmo k primce v, a méa tedy obecnou rovnici b: x —y + 2 = 0:

anNb: 2x¢c+yc—8=0
xc—yc+2:0
3re —6=0

To =2 :>yc:4a0[2,4] 0

& Vysledek: | A[-3, —1], B[6, —4], C[2,4]
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Kapitola 4
Ulohy s vnitfnimi thly trojihelniku

Tato kapitola obsahuje 10 prikladi, v jejichz zadani vystupuji vnit¥ni thly trojuhelniku,
nebo se vlastnosti vnitinich hld trojihelnikt vyuziva pii vypoctech. Tyto priklady jsou
tedy urceny zejména na procvic¢eni odchylek ptimek a vektori.

Musime vsak byt disledni a velmi peclivi, zvlasté pti pocitani odchylek vektort.
Chceme-li totiz napf. vypocitat velikost ihlu o« = |4 BAC|, musime pracovat s vektory
_ X . R v . , s , . R
AB, AC, nikoliv BA, nebo C'A (viz obréazek 4.1), nebot misto cos @ bychom mohli vyjadfit

cos(m — «) a spocitali bychom tak velikost thlu 7 — a.

Obrazek 4.1

Rovnéz upozornujeme na to, ze mnohé rovnice budeme fesit umocnénim; po takové ne-

ekvivalentni tpravé je v zavéru feseni nutna zkouska.
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B Priklad 1: Vypocitejte souradnice vrcholu C' trojihelniku ABC, jestlize znate sou-
fadnice vrcholu A[0,0], B[5,0], tthel o = 45° a vite-li, z2e C € p: 2z — 3y +4 = 0.

40

Reseni: Uhel a = |4 BAC| = 45°, proto:
—_— —
AB - AC

p—  p—

48| - [ac|

(5a0) ) (nyyC) _\/§

\/5_2-\/:E20+y%_2
fro V2

5Vrg +ye 2
V2

= COos &

QIC =
4, =2(x¢ + y2)
x% =Yc

o ==* Yo

Protoze C € p, je xc — 3yc + 4 = 0, takze:

prozc =yc: Yo —3yYc+4=0 = yc =2, xc =2a C[2,2]

resp. pro xoc = —Yc: Yo —3Yyc+4=0 = yo =1, zc = —-1a C[-1,1].

Jsou ale oba body fesenim? Pfti feSeni prvni rovnice jsme umocnovali, coz byla v tomto

pripadé neekvivalentni tiprava a musime tedy provést zkousku:

L(12,2]) = ¥, L([-1,1]) = —£

Pozadavku a = 45° tedy vyhovuje pouze bod C[2,2]. O

& Vysledek: |C]2,2]
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B Priklad 2: Vypoditejte souradnice vrcholu A trojihelniku ABC| jestlize znate sou-
fadnice vrcholt BI[5, 0], C[0, 5], cosy = \ﬁ (v =T71°34") avite-li, ze c || p:x—3y+2=0.

A B ¢

ResSeni: Piimka ¢ prochazi vrcholem BI[5,0] rovnob&iné s piimkou p :  — 3y +2 = 0, m4,
proto obecnou rovnici ¢ : x — 3y —5 = 0. Vrchol A lezi na primce ¢, proto x4 — 3y, —5 =0,
odkud x4 = 3y4 + 5. Z dané hodnoty cos~y dostavame rovnici:
—_— —
CA-CB
T— |[—
|- |CB|
(ta9a—5)-(5.-5) /IO
Vai 4+ (ya—5)2-v/25+25 10
(3ya+5.y4—5)-(5-5) V10
VBya+5)2+ (ya—5)2-5v2 10

10(10y4 + 50) =105 - /1042 + 2094 + 50

= Ccos7y

100y% + 100034 + 2500 = 5(10y% + 2034 + 50)
50y% + 900y.4 + 2250 =0
y4 + 18ya +45 =0

(ya+3)(ya+15) =0

Pro ys = -3 je x4 = —4 a A[—4, —3], resp. pro y4 = —15je x4 = —40 a A’[—40, —15].
Po provedeni zkousky je vSak L([—4,—3]) = ‘{;, resp. L([—40, —15]) = —% a vyhovuje

tedy pouze A[—4, —3]. O

& Vysledek: | A[—4, —3]
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B Priklad 3: Vypocitejte souradnice vrcholu C' trojihelniku ABC| jestlize znate sou-
fadnice vrchol@t A[0, 0], B[3,0], tthel a = 60° a |v.| = 3/3.
C

ReSeni: Vime, 7e |v.| je vzdalenost vrcholu C' od piimky c, a je tedy psat d(C,c) = 3v/3.
K tomu, abychom mohli pouzit vzorec pro vypocet vzdalenosti vrcholu C' od pfimky c,
potfebujeme najit obecnou rovnici primky c. Protoze oba vrcholy A, B lezi na ose x, plati

c:y=0. Nyni jiz:

0-2c+1-yc+0
—3V3
V0% + 12
lye| =3V3

yC::t?)\/g

Z podminky a = |4 BAC| = 60° a podle vzorce pro viypocet odchylky vektori je:

—_— —
AB - AC
T — —Cos«
)AB)-’AC)
(3.0)- (ve,ue) _1
31‘0 _1
2

3y/a% + (+3V3)?

200 =\/ai +27

4al, = a2, + 27
3x2, =27

To = +3
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Pti feSeni rovnice jsme umocnovali, coz byla v tomto pripadé neekvivalentni Gprava, a mu-
sime proto provést zkousku (napf. dosazenim kotent do tfetiho Fadku):

__1 _ 1
L(-3)= -4, L(3)=}

Resenim je tedy pouze zo = 3. U

& Vysledek: |C [3,3V/3], resp.C’ [3, —3V/3]

B Priklad 4: Vypocitejte soufadnice zbylych dvou vrcholi B, C' rovnostranného troj-
thelniku ABC), jestlize znate soutadnice vrcholu A[—4,0] a stfedu O [O, %ﬁ] kruznice

trojihelniku opsané.

Reseni: ProtoZe je trojithelnik ABC rovnostranny, plati O =T =V (= S, kde S je stied
kruznice vepsané). Vyuzijeme-li toho, ze O =T, je Ay = A+ %A—é alra,ya,] =[-4,0]+
+3(44) = [2.2v3].

Z vlastnosti rovnostranného trojuhelniku plyne A; = Ay. Pak ovSem piimka a prochazi
bodem A; kolmo k pfimce t, : X = [—4,0] +¢ (4, 47\/5) , t € R a jeji obecna rovnice je
a:3x++3y—12=0.

Z B € a plyne 3x3+\/§y3— 12 =0, odkud zp =4— ?yB. Dale vime, ze v rovnostranném
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trojihelniku je « = f = v = 60° a protoze O = S, je |[SOAB| = 30° a plati:

A0 - AB
T:COSSOO
’AO’-’AB’
4v3
<47T) '($B+47?JB) _ 3
2 2
42+<4T“§) V(zp +4)? + 3
4 M) . <8_£ )
< 3yBayB :ﬁ
2
(/164 2 - \/ 33/3 +y,29
32 — 4‘/_y +4‘3/_y3 :ﬁ
6.1 /64 — 103y 1 L2 o i
3 YB 3?JB ?JB
32 5
-2
SERET B SRR
32:4\/§y§—16fy + 64

Vivh — 158y, + 648

dy? — 103y, 1+ 64 =64

SUp — 16\/_?JB =0

yp(yp — 4V3) =

Pro yg = 0 je x5 = 4 a B[4,0], resp. pro yg = 43 jezg =0 a B’ [0,4\/5].
Podobné |[$OAC| =
Pro B[4,0] je tedy C |0

= 30°, coz vede ke stejné rovnici a tedy i ke stejnym kofeniim.

4\/3}, resp. pro B’ [0,4\/3} je C'"[4,0]. O

[0

& Vysledek: | B[4,0], C [0,4V/3], resp. B’ [0,4V3], C'[4,0]

Jiné ¥eSeni: P¥imku a : 3z + v/3y — 12 = 0 uréime jako v predeslém FeSeni. Souradnice

vrcholu B, resp. C' vsak ziskdme jinym zptsobem. Protoze je O stied kruznice opsané, je
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|OA| = |OB| = |OC| a pro soufadnice [z,y| jak vrcholu B, tak i vrcholu C' tedy plati:
2
V0 (38 o+ (v 28)
16 3, \? VAR
o) )

S8 (16— 28y £ g2 — Sy 1 4

64 _ 4,2 1613 64
R AN

Proy = 0jex =4 aproy = 4V/3 je z = 0. Soufadnice vrcholtt B a C' tedy jsou [4,0]
a [0,4v/3] (v libovolném poradi).

B Priklad 5: Vypocitejte soufadnice zbylych dvou vrcholi A, C trojihelniku ABC,
jestlize jsou déany soutfadnice vrcholu B[8,1] a bodu By[2,4], cosa = %31_3 (v = 56°19")
a thel v = 45°.

Reseni: Body B, By lezi na piimce vy, proto je BBy = (—6,3) || (2, —1) jeji smérovy vek-
tor. Hledané vrcholy A, C' lezi na pfimce b, kterd prochazi bodem By[2, 4] kolmo k pfimce
vy, takze jeji obecnd rovnice je b : 2z —y = 0. Plati tedy 2x4 — ya4 = 0, odkud y4 = 224,

resp. 2x¢ — yo = 0, odkud yo = 2z¢.
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Protoze podle zadani o < 90°, plati |[< BABy| = a:

_—
AB - AB,
T—7 T — — ¢cos«
’AB’ . )ABO
(8 —xa,1—214)-(2— 24,4 —2224) _2V13
VB —za)2+ (1 —224)2/(2—24)2+ (4 —224)2 13
522 — 20z4 + 20 24/13

/514 — 20z, + 65 /52 — 20w, +20 13
\/5(33124—4@4—1-4) _2\/B

Vh(24 —dxa+13) 13

13[4 —dra +4=2VI3 |/} —das 113

1692% — 67624 + 676 = 5227 — 20874 + 676

1172% — 46814 =0
.TA(.TA — 4) =0

Pro x4 =0je ya =0 a A[0,0], resp. pro x4 =4 je ys = 8 a A'[4,8].
Diky tomu, Ze v < 90°, plati |t BC' By| = v, takze:

—_— ——
CB-CB,
T T —=7 — COsYy
‘CB) : ‘OBO‘
(8 —xc,1—2x¢0) - (2 — 20,4 — 27¢) V2

VE—zc)2+ (1= 2202 /2 —20)? + (4 —210)2 2

ok —dzc+4) V2

Vh(2k —dxc +13) 2

2\/x2c—4a:0+4:\/§-\/x20—4xc+13

42, — 1620 + 16 =227, — 8¢ + 26

228 — 8zc — 10 =0
(zc —5)(wc+1) =0

Pro xc =5 je yo = 10 a C[5, 10], resp. pro z¢c = —1 je yo = —2 a C'[—1, —-2].
Na prvni pohled by se zdélo, Ze feSenim jsou vrcholy ¢ty¥ trojuhelnikti: ABC, ABC', A’BC
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a A’BC". Ovsem protoze a < 7 a vy < I, je pata vysky spusténa z vrcholu B (bod By)
vnitini bod tsecky AC. Je-li tedy A0, 0], je By vnitini bod usecky AC pro C[5,10], resp.
je-li A[4,8], je By vnitini bod tsec¢ky AC pro C[1,2]. O

& Vysledek: | A[0,0], C[5,10], resp. A'[4,8], C'[1,2]

B Priklad 6: Vypocitejte souradnice vrcholu C pravouhlého trojuhelniku ABC, znate-li
soufadnice vrcholi A[—11, —7] a B[9, 3] a obecnou rovnici ptimky p : 2z —y — 12 =0, na

niz lezi pata vysky Cy.

UC

C D

A, Al DB c
/ Co

Reseni: Bod C, lezi v prisediku piimek ¢, p. Piimka ¢ prochézi vrcholy A, B, mé tedy
parametrickou rovnici ¢ : X = A+t - /ﬁ), t € R, pfitom AB = (20,10), takze je
c: X = A[-11,-7] +t- (20, 10).! Protoze je trojihelnik ABC' pravouhly s pfeponou AB,

musi byt Cy vnitini bod tsecky AB a odpovidd mu parametr ¢ € (0, 1) takovy, Ze:

2(—11+20t) — (=7 + 10t) — 12 =0
—22 440t +7— 10t — 12 =0

30t — 27 =0

Je tedy Cp[—11+420- 2

6, —7+10- 5] = [7.2].

Hledany vrchol C' lezi na ptfimce v, kterd prochazi bodem Cj kolmo k piimce ¢, takze ma

—
Vektor AB jsme nechali v nezkrdceném tvaru, abychom mohli ovéfit, zda je bod Cy vnitinim bodem

usecky AB.
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obecnou rovnici v, : 22 +y — 16 = 0 a plati yo = 16 — 2z¢. Uhel v = 90°, proto:
CA-CB =0
(=11 —z¢,—7—ye) - (9 —2¢,3 —yc) =0
(=11 —z¢,—23 4 22¢) - (9 — 20, —13 4+ 22¢) =0
—99 + 2z¢ + 27 + 299 — T2x0 + 42, =0
5% — 70z + 200 =0
22 — 14xc + 40 =0

(ZL‘C — 4)(:[‘0 - 10) =0

Pro xc =4 je yo = 8 a C[4, 8], resp. pro z¢ = 10 je yo = —4 a C'[10, —4]. O

& Vysledek: |C[4, 8], resp. C'[10, —4]

Jiné FeSeni: Souradnice bodu Cy[7,2] a obecnou rovnici pfimky v. : 22 +y — 16 = 0
spocitame stejné jako v predchozim teseni. Vrchol C' € v, proto yo = 16 — 2x¢. Sourad-

nice vrcholu C' mtzeme vypocitat podle Eukleidovy véty o vysce. Plati totiz:

|ACy| - |CoB| = |CoC)?

V12 + 2472/ (9-72+ (83 -2)?2=(zc - 7)* + (yo — 2)°
V405 - V5 = (z¢ — 7)? + (14 — 22¢)?
V2025 = 2%, — 14xc + 49 + 196 — 5610 + 422,
518 — T0zc + 200 =0
z% — ldre 440 =0

(IC - 4)(1‘0 - 10) =0

Pro xc =4 je yo = 8 a C[4, 8], resp. pro z¢ = 10 je yo = —4 a C'[10, —4].
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B Piiklad 7: Vypocitejte souradnice vrcholu trojihelniku ABC), jestlize znate obecnou
rovnici piimky a : 3z + y — 17 = 0, soutadnice paty vysky By[0, 5], vite-li, ze cosa = @
(o =T71°34"), cosy = £ (7 = 63°26') a Ze yc > Y,

Reseni: Vrchol C lezi na p¥imce a, plati tedy 3zc+yc—17 = 0, odkud yo = 17—3z¢. Smé-

—_—
rovy vektor piimky a je @ = (1, —3) a smérovy vektor pfimky b je CBy = (—z¢,5 —yo) =

= (—x¢,3xc — 12). Déle vime, Ze cosy = ?, proto:
——
@l [CBy|

‘(1,—3) . (—$0,3$0—12)’ _

V12 + (=3)2 - \/(—2¢0)? + (320 — 12)2
|—IC—9£E0+36‘ B
V10 /22 + 922, — 220 + 144 5

5 |—10z¢ + 36] =5v2 - \/10953, — T2xc + 144

S =&

10022 — 720x¢ + 1296 = 2027, — 144x¢ + 288
80z7, — 576x¢ + 1008 =0
518 — 36z¢ + 63 =0
(5zc —21)(zc — 3) =0
Odtud x¢ = % nebo z¢ = 3, ¢emuz odpovida yo = 25—2, resp. yo = 8. Podle zadani je ale
Yo > yp, = D, proto yc = 8 a C[3, 8].

Vrchol B urc¢ime jako prusecik pfimek a, v,. PFimka v, prochézi bodem Bg[0, 5] kolmo
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k pfimce b se smérovym vektorem C'By = (—z¢,3xc — 12) = (=3,-3) || (1,1), a ma tedy

obecnou rovnici v, : x+y—5 = 0 a soufadnice vrcholu B ziskdme feSenim soustavy rovnic:
aNuvy: 3xg+yg—17=0

zg+yp— 5=0
2Tp —12=0

g =06 =>yB:—1aB[6,—1]

Aeb: X =0C[3,8+t(1,1), t € R, a proto je A[3 +t,8 + t] pro vhodné ¢ € R\{0}. Dale

vime, Ze cos o = 1—100, plati tedy:
AB-AC V10
’AB‘ : )A(J)
VB= P+ (907 =P+ (1 10
—3t +t° + 9t + 12 V10
V9 — 6t +t2+81+ 18t +12-v2t2 10
2t(t + 3) V10

= t # 0, jinak by bylo A = C
V212 + 6t +45) - |t| -2 10 E#0,] o )

+10(t + 3) =V10 - V12 + 6t + 45
100(#* + 6t + 9) =10(¢> + 6t + 45)

90¢> + 540t + 450 =0
t? +6t+5=0
(t+5)(t+1)=0
Béhem feseni jsme provedli neekvivalentni tpravu a musime tedy provést zkousku:

L(—5)=—20, P(=5)=20, resp. L(—1)=20, P(—1)=20

Vidime tedy, ze FeSenim dané rovnice je pouze t = —1, takze je A[2,7].

—_— — —_— —
Nakonec je tfeba zkouskou ovéfit, zda je skalarni souc¢in C'A - C'B kladny: CA - CB =

O

=(—-1,-1)-(3,-9) = =3+ 9 = 6 a vysledek tedy skutecné odpovida zadani.

& Vysledek: | A[2,7], B[6,—1], C[3,§]
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B Priklad 8: Vypocitejte souradnice zbylych dvou vrcholia A, C' trojuhelniku ABC,
ve kterém znate soufadnice vrcholu B[6, 3], bodu By0, 6], velikost vnitiniho thlu o = 45°

acos = % (B = 63°26").

Reseni: Body B, B, lezi na piimce v,, proto B—BO) =(—6,3) || (2,—1) je jeji smérovy vek-
tor. Hledané vrcholy A, C'lezi na p¥imce b, ktera prochazi bodem By|0, 6] kolmo k ptimce vy,
takze jeji obecné rovnice je b : 2x—y+6 = 0. Plati tedy 224 —y4+6 = 0, odkud y4 = 224+
+ 6, resp. 2x¢c — yo + 6 = 0, odkud yo = 2z¢ + 6.

Déle vime, ze a = |4 BAB,| = 45°, proto:

—_— -

AD - ABq
———— = cos«
)AB) - ‘ABO‘

(6 - $A73 - yA) ’ (—ZL’A,6 - yA) _
V(6 —24)?+ (3 —ya)? - /(~24)? + (6 — ya)?
(6 —24,3—214—06)(—x4,6—2x4 — 6) _
V(6 —24)2+ (3224 —6)2- \/(—24)2+ (6 — 224 — 6)2
5% B
VB4 +45- /5

p)
LA

4 +9
2‘.TA|:\/§' .77124—1-9

SIS

4o’ =217 + 18
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Pro x4 =3 jeya =12 a A[3,12], resp. pro x4 = —3 je ya = 0 a A'[-3,0].
Vime také, ze § = |[$ABC|, odkud pro A[3,12] je:

BA-BC
ﬁ:COSﬁ

’BAHBC’
(=3,9) - (x¢ — 6,yc — 3) _ V5
V(=32 + 92 /(e = 6)2 + (ye = 3)2 5
(-3,9)- (#¢ = 6,25¢+6-3) V5
V90 - \/(tc —6)2+ 2zc +6—3)2 5
152¢ + 45 Vb
V90 - \/(zc — 6)° + (2zc +3)2 5

5-15(zc +3) =15V2 - \ /a2 — 1220 + 36 + 422 + 1220 + 9
25(2%, + 610 + 9) =2(5x% + 45)
1522 + 150z¢ + 135 =0
22+ 1020 +9 =0

(.TC -+ 1)(1’0 -+ 9) =0

resp. pro A’'[—3,0]:

(-9,-3)-(wc—6,90—-3) 5

VP + 9 Jlae— 0P + (o -3 D

([L’c — 9)(.%0 — 1) =0

V obou pripadech udélejme zkousku:

LD = L9 = =%
L) =% LO)=—¢

Vidime tedy, ze pro A[3,12] je xc = —1, odkud yc = 4 a C[—1,4], resp. pro A'[—3,0] je
zc =1, odkud yo = 8 a C'[1, 8. O

& Vysledek: | A[3,12], C[—1,4], resp. A’'[-3,0], C"[1, 8]
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B Piiklad 9: V trojthelniku ABC jsou dany soufadnice vrcholi BI6, 1], C[1, 6] a velikost
vnitiniho thlu o = 45°. Vypocitejte soutadnice vrcholu A, vite-li, ze A € p: 3x—y+3 = 0.

Ze vsech feSeni vyberte to, pro které je vzdalenost poc¢atku O,, od pfimky ¢ minimdlni.

C

ResSeni: Protoze Az 4,ya] € p, plati 3z4 —ya +3 = 0, odkud y,4 = 324 + 3. Dale vime,
ze a = | BAC| = 45°, proto:
—_— —
AB - AC
T T —7 — COos«
4B - |ac|
(6—:UA,1—yA)-(1—a:A,6—yA)
V(6 =242+ (1 —ya)? /(1= 24)? + (6 — ya)?
(6 —x4,—2—3x4) (1 —x4,3—3z4)
\/(6 — ZL‘A)2 + (—2 — 3$A)2 . \/(1 — $A)2 + (3 — ?)ZL‘A)Q
1024 — 10z 4 B
V/102% +40 - /1022 — 2024 + 10
T4 — 14 _
Vh — 223 + 524 — 8z + 4

I
S s el s s

2(2% —x4) = V2 \/ah — 225 + 51} — 814 + 4
4(x%y — 22°% + 27) = 4(2y — 22° + 52 — 874 + 4)
27% — 4a% — 624 + 1624 — 8 =0
2l — 21% — 324 + 814 —4=0
(xA—l)(a:i—xi—4xA+4)=0
(wa—1)" (2% —4) =
) =

(.TA — 1) ([L’A —2) (.TA—G—Q
Po provedeni zkousky je L(1) = 0, L(—2) = V2 L(2) = g a FeSenim dané rovnice jsou

2
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tedy pouze kofeny x4 = —2, resp. /y = 2.

Proxs=—-2jeys=—-3a A[—2,-3], pro 2’y =2jey, =9 a A'[2,9].

Nyni jesté musime vybrat ten vrchol A, pro ktery je d(Oyy, ¢) minimalni.

Vrcholy A,B lezi na piimce ¢, jeji smérovy vektor je tedy AB = (8,4) || (2,1), resp.
.

A'C = (4,-8) | (1,—2) a jeji obecnd rovnice ¢ : & — 2y —4 = 0, resp. ¢’ : 2z +y — 13 = 0.
0—-2-0—4] 4

d(Opy, ) = ——= = —
(Ory: ) VIZ+ (=22 VB
0—-2-0-13 13
d(Oxy> CI) = | | = —
VIZH (=22 VB
2 < 13 takze zadani vyhovuje A[—2, —3]. U
VB T VB

& Vysledek: | A[—2, —3]

B Priklad 10: Vypocitejte souradnice vrcholu trojuhelniku ABC, jestlize znéte soutrad-
nice stfedt stran B1[0, 3] a C1[1, 0], cos 5 = % (6 =53°07") avite-li,ze A€ p: x—y+3 =0.

Reseni: Protoze A[za,ya] € p, plati 24 — ya +3 =0, odkud 24 = y4 — 3.
Vime, ze B1C} || CB, a ze tedy |4 CBA| = |4 B,C1A| = 3. Pak ovsem:

—_— —
C1B; - C1A
— = cos 3
‘0131 - )clA)

(_173) : (IA - 17yA) :§
VO 3 Jaa Pt D
(-13) (a—4y1) 3
VED2+3 . (ya— 42 +y3 5
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—ya+4+3ya B
V10 /¥4 — 8ya + 16 + 2%
44 2y4 .
V10 - /292 — 8ya + 16
4+ 2y4

m-\/yi—llyA%—S_

4+ 2y4 .
25 - VUYL —4ya + 8

10+ 5y4 =3V5 -y /94 — 4ya + 8

Ol w O Ww ot w ot w

100 + 100y 4 + 25y% = 45y% — 180y4 + 360
20y% — 280y.4 + 260 =0
yh — 14y, +13 =0

(ya —1)(ya —13) =0

Po provedeni zkousky je L(1) = 2, resp. L(13) = 2. Oba koFeny jsou feSenim dané rovnice,
takze pro yqa = 1 je x4 = —2 a A[—2,1], resp. pro ya = 13 je x4 = 10 a A’[10, 13].

Déle, protoze C' je stfed usecky AB, plati:

B=A+24C, a [xp,ys] = [-2,1] + 2(3, —1) = [4, —1], resp.

B = A+ 24C a[wp,yp] = [10,13] + 2(—~9, —13) = [-8, —13].

Podobné, protoze B, je stfed usecky AC, plati:

—
C=A+2AB; a [zc,yc) = [-2,1] + 2(2,2) = [2, 5], resp.
O' = A+ 24'B] a [zer, yor] = [10,13] + 2(—10, —10) = [-10, 7. O

& Vysledek: | A[-2,1], B[4, —1], C[2,5], resp. A’[10,13], B'[-8,—13], C'[-10, 7]
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Kapitola 5
Dalsi ulohy

V této kapitole jsou feseny priklady, v jejichz zadani se objevuji soucasné idaje o téznicich,

vy

strané druhé.

B Priklad 1: Vypoditejte souradnice zbylych dvou vrcholi B, C' trojuhelniku ABC,

jestlize znate vrchol A[2,7], bod A;[1, 3] a obecnou rovnici pfimky vy, : 3z — 2y + 11 = 0.

325 11 ol € 1e7 na

ResSeni: Z B € v, plyne 325 — 2yg + 11 = 0, odkud yp =
primce b prochéazejici vrcholem A kolmo k pfimce vy, takze jeji obecna rovnice je b : 2z +

+ 3y — 25 = 0. Soufadnice [z¢,yc| vrcholu C tedy spliuji rovnost 2z¢ + 3yc — 25 = 0,
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25 — 3yc

odkud x¢ = . Bod A; je stfed tisecky BC' a plati tedy:
T _aptac _wp+ 25" Cyp+ye | B 4 ye
S R T R
Po tpravé a dosazeni jiz mizeme TeSit soustavu rovnic:
20 —3yc +21 =0
3rp + 2yc — 1=0
13xp +39=0
rp=—-3 =Yoc =295
3rp + 11 25 -3
JetedyyB:x'%:l,resp. mC:TyC:& U

& Vysledek: | B[-3,1], C[5,5]

B Priklad 2: Vypocitejte souradnice zbylych dvou vrcholia A, C' trojuhelniku ABC,

jestlize znate vrchol B [g, O] a obecné rovnice ptimek v, : v —2y =0at, : 62 —Ty+5=0.

Reseni: Vrchol A lezi v pruseciku pfimek v, a t,, proto:

:L’A—QyA =0
6x4 — Tya +5=0

oya+5=0
yA:—l :>[EA:—2&A[—2,—1]
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Ptimka a, na niz lezi vrchol C', prochazi vrcholem B kolmo k pfimce v,, jeji obecnd rovnice

je tedy a : 2x +y — 5 = 0. Vime dale, ze bod A; € anNt, je stred tsecky BC, a ze tedy

Tp+xc YB+ Yo
[$A17yA1] - 2 ) 9

musime vypocitat soufadnice bodu Aj:

, odkud [z¢,yc| = [2x4, — TB,2ya, — yp]. Nejdiive vsak

ant,: 204, + ya, — 5=0
64, — Tya, + 5=0
—10ya, +20=0

yA1:2 :>xA1:%aA1 [%a2:|

Nyni jiz [zc,yc| = [224, — x5, 2ya, — ys) = [3,4]. O

& Vysledek: |A[-2,—1], C'[1,4]

2

B Priklad 3: Vypocitejte souradnice vrcholu trojuhelniku ABC), jestlize znate obecné
rovnice pifimek ¢, : x —y—2=0,t,:x+2y+1=0aviteli, Ze t. || p: x+1 =0, a Ze

pfimka p protne pfimku ¢ v bodé P [‘?, —%}.

C

A B

i \P ~

Vv

Tet, Nty : xr— yr —2=0
a:T+2yT+1:0
3I'T —-3=0

rzr =1 in:—laT[l,—l]
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Tec¢na t, prochazi bodem T rovnobé&zné s primkou p, mé tedy obecnou rovnicit, : z—1 = 0.}
ZPecpplynexp=—-1aP [—1, —%}. Dale A € t,, proto xg—y4—2 =0, odkud x4 = ys+
+2,resp. B € ty, proto zg+2yp+1 = 0, odkud v = —1—2yp. Pfimka ¢, protne tsecku AB
v jejim stredu C, pro jehoz soutadnice plati:

xA—f-xB_yA—f-Z—ZyB—l
2 2

l=2¢ = ,odkud ya =2yp+lazy=ya+2=2yg+3

Smérovy vektor piimky c je AB = (xp—za,yp—ya) = (—2yp—1—2yp—3,yp—2yp—1) =
=(—dyp—4,—yp—1)=(—yp—1)-(4,1) || (4,1) a obecnd rovnice pfimky ¢ prochéazejici
bodem P jec:z —4y —17=0.
Aet,Nc: Ta— Yya— 2=0
ra—4ys —17=0
3ys+15=0

ya=—-5 = x4 =-3a A[-3,-5]

Bet,nNc: rg+2yp+ 1=0
rg —4yp —17=0
6y +18 =0

yp=—-3 =z =>5a B[5,—3]

Vv

A +xp+ a0
xT:f To=3xr—Tpa—2=1
_Yatystyc = = CIL, 5]

yr 5 Yyc =3Yyr —Ya — Y =9 O

& Vysledek: | A[-3, 5], B[5,—3|, C[1,5]

B Priklad 4: Vypocitejte souradnice vrcholu trojihelniku ABC, jestlize znate tézisté
T[1,3], piimky v, : 42y —3=0,p:z—y+6=0aq:x+4y—9 =0 a vite-li, ze B; € p

azecl|q.

! Trojthelnikd, jim# jsou dané piimky t, tp, t. téZnicemi, je nekoneéné mnoho. Vechny jsou stejnolehlé

se stiedem stejnolehlosti v bodé T'. Podmince P € ¢ vsak vyhovuje jediny.
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ReSeni: Z B, € p plyne zp, —yp, +6 =0, odkud x5, = yp, — 6. Podobné z B € v, plyne
rp+2yp—3 = 0, odkud xp = 3—2yp. Daleje T = B—i—%BBl = B+§(Bl—B) = %Bljt%B,

odkud [z7,yr| = [%9531 + %xB, %yB1 + %yB}. Po dosazeni a rozepsani je:

T 2(ys, —6) +3(3—2yp) =1

yr 2y, + sys =3
2yp, - 2yp = 12

2y, + yg =9
3yp = —3

yBZ—l :>y31=5

Nyni jiz x5 =3 — 2yp =5 a B[5, —1], resp. x5, = yp, —6 = —1 a B1[—1,5].

Zbylé vrcholy A a C' lezi na pfimce b, kterd prochazi bodem B; kolmo k primce v, takze
jeji parametrickd rovnice je b : X = By[—1,5] + 1t - (1,2), t € R. Protoze je B; stied
usecky AC, je A|—1+to,5+ 2tg] a C[—1 — to, 5 — 2ty] pro nékteré to € R.

Ptrimka c prochazi vrcholem B rovnobézné s primkou ¢, takze jeji obecna rovnice je ¢ : x +
+ 4y — 1 = 0. Protoze vrchol A lezi také na pfimce ¢, musi parametr ¢, splinovat rovnost

(=1 +1to) +4(5 + 2tp) — 1 =0, odkud ¢y = —2, a proto je A[—3,1] a C[1,9]. O

& Vysledek: | A[-3,1], B[5,—1], C[1,9]

67



B Priklad 5: Vypoditejte souradnice zbylych dvou vrcholi B, C' trojuhelniku ABC,
jestlize znate vrchol A[—3, 3], prusecik vysek V3, 3] a tézisté T'[5, 5].

Reseni: Nejprve z bodtt A, T uréime stfed A; strany BC:
—
A=A+ 3AT = [-3,3] + £(8,2) = [9, 6]

Pfimka a prochazi bodem A; a jeji normalovy vektor je AV = (6,0) || (1,0). Je tedy

a: X =1[9,6]+1t-(0,1), t € R.

Protoze je A; stfed strany BC, plati B[9,6 + o], C[9,6 — to] pro nékteré t, € R\{0}.
_ —

Z podminky BV 1 AC' dostaneme:

—_— —
BV -AC =0

(=6, —3 —to) - (12,3 — to) =0

—72—-9+12 =0
to =81
lo==*9
Pro ty =9 je B[9,15] a C[9, —3]|, resp. pro to = —9 je B'[9, —3] a C"[9, 15]. O

& Vysledek: | B[9,15], C[9, —3], resp. B'[9, —3], C’[9, 15]

B Piiklad 6: Vypocitejte souradnice vrcholi trojuhelniku ABC, jestlize znate té-

zisté T'[1, —1], prisecik vysek V|[—1, —3] a piimku a : x — 2y + 3 = 0.
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Reseni: Vrchol A lezi na p¥imce v,, ktera prochézi danym bodem V kolmo k dané piimce a,
proto ma obecnou rovnici v, : 2x +y + 5 = 0. Pro soutadnice [z 4, y4] vrcholu A tedy plati
24 +ya+5 =0, odkud yy = —2x4 — 5.

Bod A; lezi na primce a, proto x4, — 2y, +3 = 0, odkud x4, = 2y, — 3.

Z rovnosti Ay = A + %ﬁ = A+ 3(T' - A) = 3T — A plyne:

:L‘Al

Ya,

Odtud po tprave a dosazeni za x4, dostdvame soustavu rovnic:

ra+4ya, =9
—2x 4+ 2ya, = 2
10y4, = 20

Ya, =2 = x4 =1

Déle x4, =2y, —3=1a A1[1,2], resp. ya = —2x4 — 5= -7 a A[l, -7].

Protoze A; je stied strany BC|, plati:

rp + x¢
Tp = ——
2 =
_ YBTYc
yAl_ 2

Tp=2x4, —To=2— ¢

YB = 2Ya, — Yo =4 —yc
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Dale z B,C € a plyne xg —2yp+3 =0, odkud 25 = 2yg — 3 = 5 — 2y, resp. x¢ — 2yc +
+3=0, odkud z¢ = 2yo — 3. Plati také BV LAC, proto:

BV -AC =0

(=1 —2p,-3—yp) (tc—Lyc+7) =0
(=6 +2yc, =T+ yc)  (2yc —4,yc +7) =0
24 — 20yc + 4yZ — 49+ y2 =0

By — 20yc — 25 =0

Yo —4yc —5=10

(yo = 5)(yc +1) =0

Proyc =5jexec =2y —3=T7aC[71,5], 25 =5 —2yc = =5, yp = 4 —yc = —1
a B[—5, —1], resp. pro yo = —1 jexc = =5 a C'[-5,—-1], zp =7, yp =5 a B'[7,5]. O

& Vysledek: | A[l, 7], B[-5, 1], C[7,5], resp. A[l, =7], B'[7,5], C'[-5, —1]

B Priklad 7: Vypoditejte souradnice vrcholi trojihelniku ABC znate-li body A;[7, 6],
By[—2, 3] a stied kruznice opsané O[2,1].

Reseni: Stted O kruznice opsané lezi v priseciku os stran AB, AC, BC.
—
Vektor OA; = (5,5) || (1,1) je normalovy vektor pfimky a, na niz lezi strana BC' a ktera

prochazi bodem Ay, jeji obecna rovnice je tedy a : x +y — 13 = 0.
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Podobné, vektor OB; = (—4,2) || (2,—1) je normalovy vektor pfimky b, kterd navic

prochézi bodem B;, a ma tedy obecnou rovnici b : 2z —y + 7 = 0.

Ceanbd: ro+yc—13=0
2$C—yc+ 7=0
3rc — 6=0

e =2 =yo=11aC[2,11]

Bod B je stfed strany AC, proto:

_ Tat+ZC
JCBl—T rA=2rp —xc=—06
A+ e = = A[—6, —5]
ye = T4 Ya=2yp, — Yo = —9

Podobné, bod A; je stied strany BC', proto:

rp + xc
»TAlzT Tp =21y, —xc =12
= = B[12,1]
Y + Yo
yAIZT Yp =2y, — Yo =1 0

& Vysledek: | A[—6, 5], B[12,1], C[2,11]

B Priklad 8: Vypocitejte soutadnice vrcholtt rovnoramenného trojuhelniku ABC' se
zékladnou AC, jestlize znate pfimku ¢ : 2x — 3y — 27 = 0, kruznici k,(O, r) opsanou troj-

thelniku, kde O[2,1] a r = 13, a vite-li, ze x4 < xp.
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Reseni: Stiedova rovnice kruznice k, je k, : (v — 2)? + (y — 1)? = 169.
Z A, B € cplyne 24 — 3ya — 27 = 0, odkud y, = %xA — 9, resp. 2xg — 3y — 27 = 0,

odkud yp = %x B — 9. Oba vrcholy také lezi na kruznici k,:

(14— 2)%+ (ya — 1)? = 169
(4 —2)% + (224 — 10)" = 169
a% — 4wy + 4+ 2% — Faa+ 100 = 169
%xi—%xA—GE):O
4y — 1224 —45=0
(xa+3)(xa—15)=0
Pro x4 = —3 je y4 = —11 a A[—3, —11]. Druhy prisecik k, N ¢ musi byt vrchol B, proto
zp =15, yp = 1 a B[15,1].
Pro x4 =15je ya =1 a A'[15,1], 25 = —3, yp = —11 a B'[-3,—11].
Podmince 24 < xp vSak vyhovuje pouze A[—3, —11] a B[15,1].
Protoze je AABC rovnoramenny se zakladnou AC, je |[BA| = |BC| a vrcholy A, C' lezi na
kruznici k se stiedem ve vrcholu B a o poloméru |BA| = /182 + 122 = /468. Stiedova

rovnice kruznice k je tedy:
k:(x—15)%+ (y — 1)* = 468
Protoze C' € k a soucasné C € kg, souradnice vrcholu C' ziskdme feSenim soustavy rovnic:
kNkg: (x —15)* + (y — 1)? = 468
(. —2)*+ (y — 1) = 169
(x —15)% — (z — 2)* =299

r? — 30z + 225 — 2% + 4z — 4 = 299
—26x =78

$:—3:>y1:13, y2:—11

Protoze je ale A[—3, —11], musi byt C[—3, 13]. O

& Vysledek: | A[-3, —11], B[15,1], C[-3,13]
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Jiné feSeni: Soufadnice vrcholi A, B spocditdme stejnym zpusobem jako v predeslém
feseni.

Protoze je AABC' rovnoramenny se zakladnou AC, je By = By, proto i vy, = t, = oac,
kde o4¢ je osa tsecky AC. Primka v, tudiz prochéazi sttedem O kruznice k, a piimka b

prochézi vrcholem A kolmo k vektoru BO = (—13,0) || (1,0), takze je b: 2z +3 =0.

Cebnk,: (2c—2°+(yo—1)>2= 169
(yo—1)2 = 169
(yo —1)* = 144

e — 1| = 12
Pro yo < 1je —yc + 1 =12, odkud yo = —11 a C[-3, —11].

Pro yc > 1 je —yc — 1 =12, odkud yo = 13 a C[-3, 13].
Protoze je vsak A[—3, —11], musi byt C[—3,13].

B Priklad 9: Vypoditejte soufadnice vrcholu trojuhelniku ABC), jestlize znate body
dotyku pfimek a, b, ¢ s kruznici k, trojihelniku vepsanou: 7,6, 4], T,[—1, 5], T.[2, —4].

Reseni: Protoze je k, kruznice vepsand trojthelniku ABC, jsou p¥imky a, b, ¢ jeji tecny

—g ¢ ¢ . PR , , ~ /s .
s body dotyku T,, T;, T. a T,S, TS, T.S jsou jejich norméalové vektory, oznacime-li S
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stfed kruznice k,. Protoze body T, T}, T. lezi na kruznici k,, je tato kruznice trojihelniku

T,T,T,. opsana. Jeji stied S tedy lezi v pruseciku os usecek T,T,, TyT., T,T..

(To + T, R
St = ; } =[4,0], T,T. = (—4,—8) || (1,2), takze obecna rovnice osy tsecky 1,7

je or,T. x +2y—4=0.

T, + T, . A
Styr, = b —; } =[1.1], Tb_ﬁ = (3,-9) || (1,—-3), takZe obecné rovnice osy usecky 7,T.

je on,, :_x—3y+1 = 0.

SEOTGTCHOTI,TC: s +2ys —4 =0
25 —3ys+1=0
5y5—5:O

ys =1 :>a:5:2a5[2,1]

Nyni jiz mame:

—

ST, =(4,3), T, € a, takze je a : 4z + 3y — 36 =0

ST, = (=3,4) || (3, —4), Ty € b, take je b: 3z — 4y + 23 = 0
ST. = (0,—5) || (0,1), T. € ¢, takze je c: y + 4 = 0

Aebne: 3ra —4ys +23=0
ya+ 4=0
ya=—4 = x4 =—13 a A[-13, —4]

Beanc: drp +3yp —36 =0
yp+ 4=0
yp=—4 = xp =12 a B[12, —4]

Ceanbd: dre + 3yc — 36 =0
3rxc —4dyc +23 =20
2bz¢ -7 =0

rc=3 =yc=8aC]3§ O

& Vysledek: | A[—13, —4], B[12, —4], C[3, 8]
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B Priklad 10: Vypoditejte soufadnice zbylych dvou vrcholi B, C pravothlého troja-
helniku ABC's pfeponou AB, jestlize znate vrchol A[—8, —4], patu vysky Cy[4, 0] a vite-li,

7e |a| = 5v/2.

by

VA c
A Co B

Reseni: Vrchol B lezi, podobné jako vrchol A a bod Cp, na piimce ¢ se smérovym vek-
torem A—C’(; = (12,4) || (3,1), jeji obecna rovnice je tedy ¢ : x — 3y — 4 = 0. Soufadnice
vrcholu B tedy musi spliiovat podminku x5 — 3yg — 4 = 0, odkud x5 = 3y + 4.

Podle Eukleidovy véty o odvésné je |AB| - |CoB| = |al?, take:

V(g +8)2+ (yp +4)%- \/(IBB —4)24y% =50
vV (Bys +12)2 + (ys +4)2 -/ (Byp)2 + y% =50
V10(yp +4)% - 1/10y% =50

lyp + 4] lys| =5

Protoze je AB prepona, je Cy vnitini bod tsecky AB, a protoze y4 = —4 a y¢, = 0, musi

byt yp > 0, vyrazy v absolutnich hodnotach jsou tudiz kladné a mtzeme psat:
(yp +4)yp =5

Yy +4dyp —5=0

(yp +5)(yp — 1) =0

Z podminky yp > 0 plyne ygp =1, x5 = 3yp +4 =7 a B[7,1].
Ptimka v., na niz lezi vrchol C, prochézi bodem C kolmo k pfimce ¢ a ma tedy obecnou

rovnici v, : 3z 4y —12 = 0. Pro soufadnice [z¢, yc| vrcholu C' tedy plati 3z¢c+yc—12 = 0,
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odkud y¢ = 12 — 3z¢. Navic |a| = |BC| = 5v/2, takze:

V(e =72+ (yo —1)? =5V2
(zc — 7)* + (=32c + 11)* =50
22 — 1dzo + 49 + 922, — 6620 + 121 =50
10z% — 80x¢ + 120 =0

(.TC — 6)(1’0 — 2) =0

Pro ¢ =6 je yo = —6 a C[6, —6], resp. pro z¢ = 2 je yo = 6 a C’[2,6].

& Vysledek: | B[7, 1], C[6,—6], resp. B[7,1], C"[2, 6]
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Zavér

Kdyz jsem si v zaii 2003 napsal prvni poznamky k této diplomové praci, netusil jsem, jak
zajimava, ale Casto také obtizna prace mne ceka.

Pro mne jako pro budouciho ucitele matematiky bylo velkym piinosem vyzkou-
set si, jak takova sbirka prikladd vznika. Nejen ze jsem prohloubil své znalosti analytické
geometrie, ale navic jsem také mohl pozorovat, jak obtizné fesSitelné mohou byt i ty nej-
jednodussi planimetrické tlohy, a naopak, jak vtipné a elegantné se daji reSit ulohy, se
kterymi bychom si v planimetrii nemuseli vzdy védét rady.

Na jednotlivé ptiklady jsem se musel divat o¢ima zaka stfedni skoly - neni tloha
prilis ¢asové narocna? A neni ani prili§ obtizna? Bude si s ni umét primeérny zak poradit?
Myslim, zZe z hlediska didaktického toto pro mne byl nejvétsi prinos.

Vysledkem mé prace je sbirka prikladi, ktera, jak doufam, muze slouzit ke zpes-
tfeni vyuky analytické geometrie a k procviceni latky na tématu zaktm jiz dobfe znamém

z planimetrie a kterd mutze byt také vhodnym doplnénim uciva analytické geometrie.
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