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2 Stereometrie

Uvod

Vytvoreny vyukovy materidl pokryvd predmét matematika, ktera je wvyulovdna v osnovach
a tematickych planech na gymnaziich nizSiho a vys$$iho stupné. Mohou ho vSak vyuzit vSechny
stfedni a zakladni Skoly, kde je vyu€ovan pfedmét matematika, a které maji dostateéné technické
vybaveni a zazemi.

Cilova skupina:

Podle chapani a schopnosti studentu je stanovena uroven narocnosti vzdélavaciho planu a vyukovych
materialG. Zvlasté vyhodné jsou tyto materialy pro studenty s individualnim studijnim planem, ktefi se
nemohou pravidelné zuc&astriovat vyuky. Tito studenti mohou s pomoci nasich vyukovych materialt
Castecné kompenzovat svou neucast ve vyu€ovaném piredmeétu matematika, formou e-learningového
studia.
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Stereometrie

Volné rovnobézné promitani

Zakladni pojmy stereometrie

Stereometrie se zabyva vlastnostmi prostorovych ttvart. Zakladnimi Gtvary jsou bod, pfimka
arovina. V prostoru je nekone¢n¢ mnoho rovin, rovina ma nekone¢né¢ mnoho primek a
piimka ma nekonecné mnoho bodi.

Body oznacujeme velkymi pismeny latinské abecedy A4, B, C, D, ...

Piimky oznacujeme malymi pismeny latinské abecedy p, q, 7,5, ...

Roviny oznac¢ujeme malymi pismeny fecké abecedy a, 3,7, 6, ...

Ptfimka a rovina obsahuji nekone¢n¢ mnoho bodt, jsou to neomezené utvary.

+
A

p [04

Télesa

- Krychle: vSechny stény jsou shodné ¢tverce.

- Kvadr: protéjsi stény jsou shodné obdélniky, ptipadné Ctverce..

- Hranol: podstavy jsou shodné mnohothelniky, (n-thelniky), bo¢ni stény jsou
rovnobézniky.

- Rotacni vélec: vznikne rotaci obdélniku.

- Ctyistén: viechny stény jsou trojiihelniky, pravidelny &ty¥stén — vechny stény shodné
rovnostranné trojuhelniky.

- Jehlan: podstavou je mnohouhelnik, bo¢ni stény jsou trojuhelniky, n-boky jehlan —
podstavou je pravidelny n-uhelnik, bo¢ni stény jsou shodné rovnoramenné
trojuhelniky.

- Rotac¢ni kuzel: vznikne rotaci pravouhlého trojuhelniku kolem ptimky, ktera obsahuje

jeho jednu odvésnu.
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Volné rovnobéZné promitani

Je to zobrazovani prostorovych utvarti do roviny.

Nejjednodussi ptiklad: lavice — rovina, ukazovatko — piimka, ptfimku promitneme do roviny.
Postup kterym jsme ziskali pfimku v rovin€ je rovnobézné promitani. Rovina, do které
promitame utvary se nazyva prumétna, kazdy bod ptimky jsme ziskali rovnobéznym

pramétem bodu. Kazdy bod, ktery lezi v praimétné je zaroven svym primétem.

pramétna
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Pravy nadhled krychle Levy podhled krychle

Levy nadhled krychle Pravy podhled krychle
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Nadhled — vidime shora dolt
Pravy nadhled — vidime horni, pravou a pfedni sténu.
Levy nadhled — vidime horni, levou a pfedni sténu.
Podhled — vidime zdola nahoru
Pravy podhled — vidime dolni, pravou a piedni sténu.
Levy podhled — vidime dolni, levou a pfedni sténu.
1) Shodné a navzajem rovnobézné usecky, které nejsou rovnob€zné se smerem
promitani, se promitaji do tsecek, které jsou také shodné a navzijem rovnobézné.

Usecka, ktera ma smér promitani, se zobrazi jako bod.

2) Utvar, ktery lezi v primétné nebo v roviné s prumétnou rovnobézné (pricelna

rovina), se promita do itvaru, ktery je s nim shodny.

Telesa zobrazujeme tak, aby nékterd jejich cast (hrana, sténa, . . . ) leZela v priicelné rovine.
Usecky kolmé k priimétné zobrazime do usecek, které s obrazem vodorovnych usecek sviraji

uhel 45° a jejich délka je polovina skutecné délky.
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Stereometrie

Polohové vlastnosti

Prostor se sklada z bodt, ptimky a roviny jsou jeho podmnoZiny.
Bod miuize lezet (nelezet) na primce, nebo v roviné, primka lezi (nelezi) v roviné, primka
prochazi (neprochdzi) bodem, roviny prochazi (neprochazi) bodem, pripadné primkou.

113

UZivame spole¢ného nazvu ,je incidentni, nebo ,,neni incidentni*.

Dva body v roving i v prostoru mohou byt navzajem rizné, nebo totozné (splyvajici).
A=B
A+B

Bod na dané ptimce lezi, nebo nelezi.
A € p - bod A je incidentni s ptimkou p.
A & p - bod A neni incidentni s pfimkou p.

Bod v dané roviné€ lezi, nebo nelezi.
A € p - bod A je incidentni s rovinou p.

A & p - bod A neni incidentni s rovinou p.

Piimka v dané roviné leZi, nebo nelezi.
p C p - piimka p je incidentni s rovinou p.

p & p - ptimka p neni incidentni s rovinou p.

e Je-li bod incidentni s pfimkou a piimka je incidentni s rovinou, je i bod incidentni
s rovinou.

e Bod leZi v roviné, jestlize leZi na nékteré jeji piimce.

Kdy lezi ptimka v roving¢?
o Piimka leZi v roviné, jestliZe v roviné leZi dva jeji riizné body.

o KaZdymi dvéma riznymi body je urcéena pravé jedna piimka.
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Tvrzeni:
a) Dvéma riznymi body 4, B je urcena jedina primka.
b) Lezi-li dva rizné body v roviné p, pak ptimka p jimi urcena lezi také v roviné p.
¢) Maji-li dvé rizné roviny p a g spole¢ny bod 4, pak maji spolecnou celou piimku,
ktera timto bodem prochazi. Mimo tuto pfimku nemaji spole¢né jiz zadné body.
d) Rovina je jednoznaéné urcena:
1) Ptfimkou a bodem, ktery na ni nelezi.
2) Dvéma riiznymi rovnobéznymi pifimkami.
3) Dvéma riznobéznymi piimkami.
4) Tiemi riznymi body, které nelezi v téze ptimce.
Znaceni:
Ptimka <= AB urcena dvéma body 4, B.
Rovina <= ABC urcena tfemi riznymi body 4, B, C.
Rovina <= Ap ur¢ena bodem A4 a ptimkou p, A & p.

Rovina <= pq ur€ena dvéma piimkami p, ¢, p # q.

Libovolna rovina rozdé€luje prostor na dva navzajem opacné poloprostory a je jejich
spole¢nou hraniéni rovinou.

Hrani¢ni rovina patii do obou poloprostort. Kazdy bod prostoru, ktery nelezi v hrani¢ni
roviné je vnitinim bodem jednoho z obou poloprostort.

Poloprostor s hrani¢ni rovinou p a vnitinim bodem M znacime — pM.

Geometricky utvar se nazyva konvexni, jestlize usecka spojujici kterékoli dva body utvaru je

¢asti tohoto Utvaru.
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Polohové viastnosti
Varianta A

V krychli ABCDEFGH zvolte libovolny bod M, ktery lezi v roviné CDGH, a piitom nelezi na
hranach krychle.

Vysledek feseni:
Aby bod M lezel v roviné CDGH, stali najit ptimku, ktera lezi v této rovin€ a na této pfimce

lezi nekone¢né mnoho boda, které lezi i v roviné CDGH.
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Priklady k procviceni:
1) Je dana krychle ABCDEFGH, uréete dva body M, N, kter¢ lezi v roviné dolni podstavy

krychle, ale nelezi v podstaveé ani na hran¢ krychle.

[Najdeme ptimku, ktera lezi v dolni podstavé, na piimce je nekoneéné mnoho bodu spliujici

danou vlastnost.]

2) Je déna krychle ABCDEFGH, urcete dva body M, N, tak, aby bod M lezel v roviné zadni
stény krychle, a bod N lezel zaroven v dolni podstavé a zadni sténé krychle, mimo krychli.

[Bod M: lezi na libovolné piimce, ktera lezi v zadni rovin€ krychle. Bod N: lezi na hran¢ CD

krychle, kterd je prisecnici danych rovin]

3) Je dana krychle ABCDEFGH, rozhodnéte, zda v horni podstavé lezi ptimky EH, BG.
(zapiste symbolicky)

[Pfimka lezi v rovin€, pokud dva jeji libovolné body lezi v této roving.

< EH € EFG, o BG €< EFG]

4) Je déna krychle ABCDEFGH, rozhodnéte, co je prunikem piimky AG a roviny BCF.
(zapiste symbolicky)

[Prinikem je bod G, {G} =< AG Ne BCF]
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Polohové viastnosti
Varianta B

Je déna krychle ABCDEFGH. Zjistéte, zda v roviné BCE lezi piimka CH, AC.

Vysledek feseni:

Ptimka lezi v roviné, pokud jeji libovolné dva body lezi v dané roving.
Ptimka CH je incidentni s rovinou BCE. < CH €< BCE

Piimka AC protina rovinu BCE v bod¢ C. {C} =< AC N BCE
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Priklady k procviceni:
1) Je dana krychle ABCDEFGH. Zjistéte, zda v rovin€ ABG lezi ptimka CH, GH.
[ GH €& BCE; & CH ¢« BCE]

2) Je déna krychle ABCDEFGH. Zjistéte, zda v roviné ACE lezi pifimka AG, AE.
[© AG € ACE; & AE €< ACE]

3) Je dana krychle ABCDEFGH. Zjistéte, zda v roviné¢ ACH lezi piimka AE, CD.
[& AE ¢ ACH; < CD ¢ ACH]

4) Je dana krychle ABCDEFGH. Zjistéte, zda v rovin€ BDG lezi ptimka DG, BC.
[ DG ¢< BDG; < BC €< BDG]
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Polohové viastnosti

Varianta C

Je déna krychle ABCDEFGH. Body U, V jsou po fad¢ stiedy hran EH, GH. Zjistéte, zda lezi
v jedné roviné body 4, C, U, V.

Vysledek feseni:
Ptimky AU, CV se protinaji v jednom bodé&, jsou to riznobézky, které urcuji rovinu. Pfimky
AC, UV jsou rovnobé&zKy v této roving.

Tzn. body 4, C, U, V' lezi v jedné roving.
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Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C

Piiklady k procviceni:
1) Je dana krychle ABCDEFGH. Body P, V jsou po fad¢ sttedy hran 4B, GH. Zjistéte, zda
lezi v jedné roviné body C, E, P, V.

[body lezi v jedné roving]

2) Je déna krychle ABCDEFGH. Body R, S, T, U, jsou po fad¢ stfedy hran AE, BC, CG, EH.
Zjistéte, zda lezi v jedné rovin€ body R, S, 7, U.

[body lezi v jedné roving]

3) Je dana krychle ABCDEFGH. Body R, U, V jsou po fad¢ stfedy hran AE, EH, GH. Zjistéte,
zda lezi v jedné rovin€ body C, R, U, V.

[body nelezi v jedné roving]

4) Je dana krychle ABCDEFGH. Body P, R, S jsou po fad¢ stiedy hran AB, AE, DH. Zjistéte,
zda lezi v jedné rovin€ body C, P, R, S.

[body nelezi v jedné roving]



Stereometrie

Stereometrie

Vzajemna poloha

Vzajemna poloha dvou primek

Kolik spolecnych bodit maji piimky na obrazcich?
1) Nemaji zddny spolecny bod, ptimky lezi v jedné roving, jsou rovnobéZné (riizné).
2) Piimky maji vSechny body spolecné, jsou splyvajici (totoZné).
3) Piimky maji spole¢ny jeden bod - prisecik a lezi v jedné rovin€. Jsou riiznobéZné.
Zapisujeme {P} =pNnqgneboP EpnNq
4) V prostoru mize nastat ptipad, kdy dané ptimky nemaji Zadny spole¢ny bod, jsou

mimobéZné. Ptimky nelezi v jedné roviné a my hledame p#icku mimobézek.
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Vzajemna poloha primky a roviny

Ry o
i e
i

1) Maji-li ptimka s rovinou spole¢ny prave jeden bod, je piimka riiznobéZnd s rovinou.
2) Nemaji-li zadny spolecny bod (rovnobézné riizné) je primka rovnob&zna s rovinou.
3) Maji-li spolec¢né aspon dva rtizné body (fotozné), je piimka rovnobézna s rovinou.

Spole¢ny bod ptimky a roviny nazyvame priisecik.
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Vzajemna poloha dvou rovin

Maji-li dvé riizné roviny spolecny bod, pak maji spole¢nou piimku, kterd timto bodem

°er v r

prochazi, kromé této piimky nemaji Zadny dal$i spolecny bod.

1) Dvé rizné roviny p a o které maji spole¢nou piimku p, fikame, Ze jsou riiznobézné, piimka
P je jejich prisecnice. p =pNao.
2) Nemaji-li dvé roviny p a o Zadny spole¢ny bod, nazyvame je rovnobéiné p |l o.

3) Dvé roviny p a o, které maji vSechny body spole¢né, nazyvame splyvajici (totoZné) p = o.

SR
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/ prusecnice

Jak najdeme prisecnici dvou rovin?
Musime najit dva jeji ruzné body. V kazdé roviné najdeme primku, takovou, aby primky
z kazdé roviny byly k sobé riiznobézné. Spolecny bod primek je jeden bod priisecnice. Stejnym

zpiisobem najdeme druhy bod.
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Vzajemna poloha
Varianta A - Vzajemna poloha dvou pfimek

Je déna krychle ABCDEFGH. Uved’te vSechny ptimky, které prochazeji bodem D a dal§im
vrcholem krychle a jsou s ptimkou EF’

a) rovnob¢zné

b) riznobézné

¢) mimob¢ézné

Vysledek feseni:
a) rovnobézné — CD b) riznobézné — DE, DF ¢) mimobézné — AD, BD, DH, DG
H G H, G H, G
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Priklad:
Varianta A
Varianta B
Varianta C

Piiklady k procviceni:

1) Je dana krychle ABCDEFGH, body X, Y, Z jsou po fad¢ stiedy hran FB, FE, FG. Urcete
vzéajemnou polohu piimek

a) XY, EZ b) YZ, EH.

[a) mimobézné; b) riznobézné]
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2) Je dana krychle ABCDEFGH, body X, Y, Z jsou po fad¢ stiedy hran EF, FG. Urcete
vzéajemnou polohu piimek
a) XZ, AH b) XY, AF

[a) rovnobézné; b) kolmé]

3) Je dana krychle ABCDEFGH, body L, M, N, P jsou po tadé¢ sttedy hran 4B, BF, EF, CD.
Urcete vzajemnou polohu piimek
a) BN, CF b) LM, DG

[a) mimobéZné; b) rovnobézné]

4) Je dana krychle ABCDEFGH, body L, M, N, P jsou po tad¢ stiedy hran AB, BF, EF, CD.
Urcete vzéjemnou polohu piimek
a) DM, NP b) DL, GM

[a) mimobézné; b) riznobézné]
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Vzajemna poloha
Varianta B - Vzajemna poloha pfimky a roviny

Je déna krychle ABCDEFGH. UrcCete vSechny pifimky, které prochazeji bodem H a n¢kterym
dal§im vrcholem krychle a s rovinou ABE jsou
a) rovnobézné

b) riznobézné

Vysledek feseni:
a) rovnobézné — DH, CH, GH b) riznobézné — AH, BH, FH
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Priklady k procviceni:

1) Je dana krychle ABCDEFGH. Urcete vSechny roviny, které prochazeji bodem H a dal§imi
dvéma vrcholy krychle a s pfimkou F'G jsou

a) rovnobezné

b) riiznobézné

[a)e ADE; < BCE; < EFG;b) < BDF]

2) Je dana krychle ABCDEFGH. Urcete vSechny roviny, které prochazeji bodem H a dalSimi
dvéma vrcholy krychle a s pifimkou 4B jsou

a) rovnobezné

b) kolmé

[a)e CDG; < ABG; b) & ADE]

3) Je déna krychle ABCDEFGH. Body R, S, T, U, jsou po tad¢ sttedy stén ABCD, BCFG,
EFGH, ADHE. Jaka je vzdjemna poloha

a) pfimky RS a roviny CDH

b) ptimky RU a roviny EFG

[a) pfimka je rovnobézna s rovinou; b) pfimka je riznobéznd s rovinou]

4) Je dana krychle ABCDEFGH. Body R, S, T, U, jsou po fad¢ stiedy stén ABCD, BCFG,
EFGH, ADHE. Jaka je vzajemna poloha

a) ptimky SU a roviny ABG

b) ptimky S7 a roviny BCE

[a) pfimka lezi v roving; b) pfimka je rovnobézna s rovinou]
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Vzajemna poloha
Varianta C - Vzajemna poloha dvou rovin

Je déna krychle ABCDEFGH. Rozhodnéte o vzajemné poloze rovin ABC, EFG.

Vysledek feseni:

Roviny nemaji spole¢ny zadny bod, jsou rovnobézné rizné.

Priiklad:
Varianta A

Varianta B

Varianta C

Priklady k procviceni:

1) Je déna krychle ABCDEFGH. Rozhodnéte o vzajemné poloze rovin
a) ABC, BCD b) ADE, ABG

[a) roviny jsou totozné; b) roviny jsou kolmé]

2) Je dana krychle ABCDEFGH. Rozhodnéte o vzajemné poloze rovin
a) ADH, BCE b) BCG, EFG

[a) roviny jsou riiznobézné; b) roviny jsou kolmé]
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3) Je dana krychle ABCDEFGH. Urcete vSechny roviny, které prochazeji bodem B a dal$imi
dvéma vrcholy krychle a jsou s rovinou AFG

a) rovnobézné

b) kolmé

[a) zadna rovina v krychli; b) roviny BCE, ABE]

4) Je dana krychle ABCDEFGH. Urcete vSechny roviny, které prochazeji bodem C a dalSimi
dvéma vrcholy krychle a jsou s rovinou ABE

a) rovnob&zné

b) riznobézné, ne kolmé

[a) rovina CDG; b) roviny CDE]
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Vzajemna poloha

RovnobéZnost primek a rovin

1) Danym bodem Ize vést k dané piimce jedinou rovnobéZku.

2) RovnobéZnost piimek je vitah tranzitivni: p |l q,q llr = p |l 1.

Chceme-li zjistit, zda je pfimka rovnobéZzna s rovinou, pouzijeme kritérium rovnob&znosti
pfimky a roviny:
Piimka p je rovnobéZna s rovinou p, obsahuje-li rovina p aspori jednu piimku p’, kterd je

s piimkou p rovnobéZna.

Pro libovolné ptimky p, ¢ a libovolnou rovinu p plati:

Je-li:plqap |l ppak:ql p.

Chceme-li najit pfimku, kterd prochazi danym bodem a je rovnobéznd s dvéma navzajem

riznobéznymi rovinami, pouzijeme vétu:
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Je-li pfimka rovnobézna s dvéma riznobéZnymi rovinami, je rovnobéZna i s jejich
prusecnici.

Kritérium rovnobéZnosti dvou rovin

Dvé roviny p a o jsou rovnobéiné, jestlize jedna z nich napi. p obsahuje dvé riiznobéiné

piimky p, q, které jsou rovnobéiné s rovinou o.

P
—
o
§
e
p

1) Danym bodem lze vést k dané roviné jedinou rovinu s ni rovnobéZnou.

2) Rovnobéinost rovin je vitah tranzitivni: p |l o, | § => p || 6
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Vzajemna poloha t¥i rovin

1) Kazdé dvé roviny jsou rovnobéiné.

2) Dvé roviny jsou rovnobéiné a tieti je protind v rovnobéinych piimkdch.

3) KaZdé dvé roviny jsou riiznobéiné, bud’ vSechny tii pritsecnice splynou v jednu
piimku, nebo prusecnice kaZdych dvou rovin jsou rovnobéZné riizné, nebo vsechny

tii pritseCnice jsou riizné a prochazeji jedinym spole¢nym bodem vSech tii rovin.
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Je dana krychle ABCDEFGH. Uprostted hrany 4B je, bod M. Bodem M ved’te ptimku, ktera

Varianta A - Rovnobéznost primek a rovin

je rovnobézna s prasecnici rovin ACG a BDF.

Vysledek feseni:

Sestrojime prisecnici rovin ACG a BDF', a tuto prasecnici posuneme do bodu M.

1) Vyznaéime roviny ACG a BDF

2) Najdeme dva body, ve kterych se roviny protinaji, témito body vedeme prisecnici rovin.

3) Priise¢nici posuneme do bodu M.

prisecnice
H G
[
| >
[
E —e—| £
[
| I
[
| I
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Piiklad:

Varianta A

Varianta B

Varianta C
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Piiklady k procviceni:

1) Je dana krychle ABCDEFGH. Uprostied hrany 4B je, bod M. Bodem M ved’te pfimku,

ktera je rovnobézna s prusecnici rovin ACH a BDF.

prusecnice
H G

N
AN
\
\

~

Job L e
/ s’ ~ L=
/ /s So -7
/ // _ - S
|7 _ = \\
A M B

2) Je déna krychle ABCDEFGH. Uprostied hrany 4B je, bod M. Bodem M ved’te pifimku,
ktera je rovnobézna s prusecnici rovin BDE a BDF.

H G
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3) Bod M je stted hrany BF krychle ABCDEFGH. Ved’te bodem M rovinu rovnobéznou

s rovinou ABC.

H G
|
|
|
E : F
/|_ ________
71
7
/
/ |
7 |
K¢ I
|
D
)_ ________
/
/
/
/
7/
A B

[Body K, L jsou stiedy hran AE, CG]
4) Bod M je stted hrany BF krychle ABCDEFGH. Ved'te bodem M rovinu rovnobéznou

s rovinou ACH.

H G
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[Body K, L jsou stfedy hran F'G, EF]
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Varanta B - Vzajemna poloha tfi rovin

Je dana krychle ABCDEFGH. Body K, L, M, N jsou po fadé¢ sttedy hran AE, BF, CG, DH.
Urcete prunik kazdych dvou z dané trojice rovin a potom prtinik vSech tii rovin.

< EFG, o KLM,< EHL

< ABC, o KLM, < EFG

H— G
I >
| N
| N
| S~
E : Fo
~
_____________ S~ v
/
7 |
7
/
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K ./ : T
|
b.___ C
/
/
/
/
/
7/
/
A B
Vysledek feseni:

Roviny & EFG, < KLM jsou navzdjem rovnobézné, nemaji spole¢ny zadny bod.
Roviny & KLM, < EHL jsou riznobéZzné, maji spolecnou priisecnici, pfimku LM.
Roviny & EFG, < EHL jsou riznobézné, maji spole¢nou priisecnici, piimku EH.

Vsechny tfi roviny & EFG, < KLM, < EHL maji prazdny prinik.

Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C
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1) Je dana krychle ABCDEFGH. Body K, L, M, N jsou po tad¢ stiedy hran AE, BF, CG, DH.

Piiklady k procviceni:

Urcete prunik kazdych dvou z dané trojice rovin a potom prunik vSech tfi rovin.

< ABC,o KLM, < EFG

[Roviny jsou navzajem rovnobézné. Kazdé dve roviny maji prazdny prunik, vSechny tfi maji

prazdny priinik.]

2) Je déna krychle ABCDEFGH. Body K, L, M, N jsou po tadé¢ stiedy hran AE, BF, CG, DH.
Urcete prunik kazdych dvou z dané trojice rovin a potom prtinik vSech tfi rovin.

< BCG,o KLM,< EHL

[Prinik kazdych dvou rovin je pfimka LM. Tato pfimka je prinikem vSech tii rovin.]

3) Je dana krychle ABCDEFGH. Body K, L, M, N jsou po fad¢ stfedy hran AE, BF, CG, DH.
Urcete prunik kazdych dvou z dané trojice rovin a potom prtinik vSech tii rovin.

< ADH, o KLM, < EHL

[Roviny & ADH, < KLM maji spolecnou piimku KN. Roviny < ADH, < EHL ptimku EH.
Roviny & KLM, & EHL ptimku LM. VSechny tfi priisecnice jsou navzajem rovnobézné.

Prinikem vSech tfi rovin je prdzdnd mnozina.]

4) Je dana krychle ABCDEFGH. Body K, L, M, N jsou po tadé¢ sttedy hran AE, BF, CG, DH.
Urcete prunik kazdych dvou z dané trojice rovin a potom prtinik vSech tfi rovin.

< ADH, < DCG,< EHL

[Roviny & ADH, < DCG maji spolec¢nou ptimku DH. Roviny < ADH, < EHL ptimku EH.
Roviny & DCG, < EHL ptimku HM. Spole¢nym bodem vsech tfi rovin je bod H.]
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Reseni polohovych konstrukénich tloh

Jde o vzajemnou polohu bodi, piimek, rovin nikoli o jejich metrické vztahy (velikosti uhli,
odchylek, vzdalenost piimek).

1) Sestrojeni prusecnice dvou rovin — (v kazdé rovin€ zvolime ptimku, tak, aby se
piimky z kazdé roviny protinaly, prisecik téchto pfimek, je bod, ktery lezi na
prasecnici téchto dvou rovin)

2) Sestrojeni roviny, ktera prochadzi danym bodem a je rovnobéZnd s danou rovinou —
(v rovin¢€ zvolime dvé riznobézné piimky, tyto pfimky posuneme do dané¢ho bodu,
ktery bude jejich prisecikem)

3) Sestrojeni primky, ktera prochazi danym bodem a je rovnobéZnd s dvéma danymi
riznobéZnymi rovinami — (dana ptimka je rovnobéznd s prisecnici obou rovin)

4) Sestrojeni pruseciku piimky a roviny — (danou ptimkou prolozime rovinu, ktera je
riznobézna s danou rovinou, ziskdme priiseCnici rovin, a prusecik priiseCnice a

ptimky, je hledany prisecik)

Rezy télesa rovinou

Je to priinik télesa a roviny. Je to rovinny Utvar, jehoZ hranice je prinik hranice télesa a roviny
fezu. Pii konstrukci pouzivame tyto véty.

1) LeZi-li dva rizné body v roviné, pak piimka jimi urcend leZi také v této roviné.

2) Dvé rovnobéiné roviny protind tieti rovina ve dvou rovnobéZnych piimkdch.

3) Jsou-li kazdé dvé ze tii rovin riiznobéiné a maji-li tyto tii roviny jediny spoleény

bod, prochazeji timto spolecnym bodem vsechny tii pritsecCnice.

Disledky téchto vét:

DI1:  lezi-li dva rizné body roviny fezu v roving nékteré stény, lezi v roving této stény i
jejich spojnice. Priinik spojnice a stény je jednou stranou fezu.

D2:  jsou-li roviny dvou stén rovnobézné a pfitom riznobézné s rovinou fezu, jsou

prusecnice roviny fezu s rovinami téchto stén rovnobeézné.

D3:  prisecnice rovin dvou sousednich stén (stén se spole¢nou hranou) s rovinou fezu a

primka, v niz lezi spole¢nd hrana, se protinaji v jednom bodé.



Stereometrie

Sestrojte fez krychle ABCDEFGH, rovinou p = BGV, kde bod V je stted hrany AE.

Varianta A - Rezy téles

Vysledek feseni:

Rez krychle uréenou rovinou provedeme ve &tyfech krocich.

1. krok — body, které lezi ve stejné rovin€, miizeme spojit a vznikla pfimka (BG) lezi také

v dané rovin¢.

2. krok — body, které¢ lezi ve stejné roving, mizeme spojit a vznikla ptimka (BV) lezi také

v dané rovin¢.

3. krok — ziskéni bodu X, protilehl¢ stény krychle jsou rovnobézné, rovina p = BGV protne
dané stény v priisecnicich, které budou rovnob&zné. Bodem V' vedeme rovnobézku s ptimkou
BG. Prinikem této rovnobéZzky a hrany krychle je bod X.

4. krok - body, které¢ lezi ve stejné rovin€, miizeme spojit a vznikla ptimka (XG) lezi také

v dané roving.

Vysledkem fezu krychle rovinou p = BGV je vznikly ¢tyithelnik BGVX.
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Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C
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Piiklady k procviceni:

1) Sestrojte fez krychle ABCDEFGH, rovinou p = MCH, kde bod M lezi na prodlouzeni
usecky AD pied bodem A, [MA|: |AD| = 1: 2. [obrazek 1.]

2) Sestrojte fez krychle ABCDEFGH, rovinou p = BPQ, kde bod P je stied hrany FG, bod Q
leZi na prodlouzeni Gsecky EF pied bodem E, |QE|: |[EF| = 1: 3. [obrazek 2.]

3) Sestrojte fez krychle ABCDEFGH, rovinou p = TRS, kde bod T je stied hrany FG, bod R
leZi na polopiimce 4B, |AR| = ZlABl. Bod S lezi na polopiimce AE, |AS| = 2 |AE]|.

[obrazek 3.]

4) Sestrojte fez krychle ABCDEFGH, rovinou p = KLM, bod K lezi na hrané AE,

|AK|: |[KE| = 1: 2. Bod L lezi na hrané BF, |BL|: |LF| = 4: 1. Bod M je bodem hrany CG,
ICM|: [MG| = 1: 2. [obrazek 4.]
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Obrazek 4.

Obrazek 3.
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Varianta B - Rezy téles

Sestrojte tez krychle ABCDEFGH, rovinou V, W, Z, kde bod V je stied hrany AE, bod W je
stfed hrany 4B, a bod Z lezi na hrané CG, |CZ|: |ZG| = 2: 1

Vysledek feseni:

1. krok - body, kter¢ lezi ve stejné rovin€, mizeme spojit a vznikla ptimka (VW) lezi také

v dané rovin¢.

2. krok — ptimka (YZ) leZi v zadni sténé krychle a je rovnobézna s ptimkou V'WW.

3. krok — ptimka VW lezi v pfedni sténé krychle, prisecikem této pfimky a hrany BF ziskame
pomocny bod L., ktery lezi v pteni a pravé boc¢ni sténé€ krychle. Prisecik pfimky VW a hrany
EF ziskdme pomocny bod II., ktery lezi v pfedni a levé boc¢ni sténé krychle.

4. krok — bod X ziskame jako prusecik hrany krychle a pfimky prochédzejici bodem Z a
pomocnym bodem I.

5. krok — ptimka WX.

6. krok - bod P ziskame jako prusecik hrany krychle a ptimky prochézejici bodem Y a
pomocnym bodem II.

7. krok — ptimka PV

Vysledkem fezu je Sestithelnik PVWXYZ.
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II1.

Priklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C
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Piiklady k procviceni:
1) Sestrojte fez krychle ABCDEFGH, rovinou p = AUV, bod U lezi na poloptimce DH,
|DU| = %IDHI. Bod ¥V lezi na polopiimce CB, |CV| = Z |BC]. [obrazek 1.]

2) Sestrojte fez krychle ABCDEFGH, rovinou p = XYZ, bod X je sttedem hrany 4B.

Bod Y je bodem hrany GH, |GY|: |YH| = 2: 1. Bod Z je bodem piimky CD, tak, ze bod D je
stted usecky CZ. [obrazek 2.]

3) Sestrojte fez krychle ABCDEFGH, rovinou p = KLM, bod K lezi na hran¢ AE,

|AK|: |[KE| = 1: 2. Bod L je stfedem hrany BC. Bod M je bodem hrany GH,
|GM|: |MH| = 1: 3.

[Musime ziskat pomocny bod 1. prolozenim roviny, obrazek 3.]

4) Sestrojte fez krychle ABCDEFGH, rovinou p = XYZ,bod X, Y, Z jsou stiedy hran DH, 4B,

FG. [Musime ziskat pomocny bod I. proloZenim roviny, obrazek 4.]

H| G G
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4 Obrazek 2.

Obrazek 1.
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Obrazek 3.

Obrazek 4.
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Varianta C - Rezy téles

Sestrojte fez pravidelného ¢tyibokého jehlanu ABCDV rovinou, ktera je uréena piimkou p,
ktera je rovnobézna s ptimkou AC a prochazi bodem L, kde L je sttedem hrany AB. Dale

bodem K, ktery je sttedem hrany DV.

Vysledek feseni:

1. krok — jedna strana fezu je ur¢ena ptimkou p v dolni podstave.

2. krok — pomocné body L., II. jsou priseciky piimky p a hran CD a AD v dolni podstave.

3. krok - bod X ziskame jako prisecik hrany AV a ptimky prochézejici bodem K a pomocnym
bodem I.

4. krok - bod Y ziskdme jako prisecik hrany krychle a ptimky prochazejici bodem K a

pomocnym bodem II.

5. krok — spojeni bodd, které lezi v jedné rovin€. V roving ptedni stény a pravé boc¢ni stény.

Piiklad:
Varianta A

Varianta B

Varianta C



Stereometrie

1) Sestrojte fez pravidelného Etytbokého jehlanu ABCDV rovinou XYZ, body X, Y, Z lezi po

Piiklady k procviceni:

fadé na poloptimkéch BA, DA, VB. |BX| = 2|AB|, |DY| = 2|AD|, |VZ| = S |VB.

[Body X, Y lezi v dolni podstavé, spojime je ptimkou, ktera také lezi v dolni podstavé jehlanu

a sestrojime pomocny bod L., ktery lezi v dolni podstavé a bo¢ni sténé€ jehlanu, obrazek 1.]

2) Sestrojte fez pravidelného ctytbokého jehlanu ABCDV rovinou BPQ, bod P je bodem
hrany 4V a bod Q bodem hrany CV tak, ze |AP|: |PV| = |VQ|:|QC| = 2: 1.

[Body P, O spojime pfimkou, prinikem této pfimky a pfimky AC v dolni podstavé, je bod,
ktery lezi v dolni podstavé jehlanu a sestrojime pomocny bod 1., ktery lezi v dolni podstavé.
Sestrojime ptimku p, ktera lezi v dolni podstavé a ziskame pomocny bod II., ktery lezi v dolni

podstavé a zadni sténé€ jehlanu, obrazek 2.]

3) Je dan pravidelny ¢tytboky jehlan ABCDV. Bod N je stfed hran CV. Sestrojte prisecnici
rovin ACV, BDN. [obrazek 3.]

4) Je dan pravidelny ¢tyiboky jehlan ABCDV. Body M, N jsou po fadé sttedy hran BV a CV.
Sestrojte prasec¢nici rovin ABN, CDM.

[Prisecnice je rovnobézna s hranou 4B, obrazek 4.]
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Obrazek 1.

Obrazek 2.
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Obrazek 4.



Stereometrie

Varianta D — Prinik pfimky s télesem
Je dana krychle ABCDEFGH a pfimka p =< PQ. Bod P je bodem polopiimky DC, |DP| =
% |CD|, bod Q je bodem polopiimky EF, |FQ| = % |EF|. Sestrojte prase¢iky ptimky p

s povrchem krychle.

Vysledek feseni:

Prinik pfimky s télesem feSime jako prisecik pifimky s rovinou. Pfimkou prolozime
libovolnou rovinu, ur¢ime fez télesa touto rovinou a prinik ptimky s fezem télesa je soucasné
prunik pfimky s télesem.

Piimkou p vedeme rovinu rovnobéznou s piimkou AE. Rez krychle rovinou je obdélnik

KLMN. Hledané priseiky jsou body X, Y. Priinikem piimky s krychli je useCka XY.
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Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C
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1) Je déna krychle ABCDEFGH a ptimka p =< MN. Bod M je bodem poloptimky GH,

Piiklady k procviceni:

IMG| = S |GH|, bod N je bodem polopiimky FB, |[NF| = % |BF|. Sestrojte pruseciky piimky p

s povrchem krychle.
[Priseciky jsou body X, ¥, obrazek 1.]

2) Je dana krychle ABCDEFGH. Sestrojte prusec¢nici rovin ACE, BHP, kde bod P je sttedem
hrany FG. [obrazek 2.]

3) Je dan pravidelny ¢tytboky jehlan ABCDV. Bod S je sttedem podstavy. Bod M je bodem
poloptimky BA, |BM| = Z |AB|, bod N je sttedem tsecky SV. Sestrojte pranik pfimky MN

s jehlanem.

[ProloZime jehlanem vrcholovou rovinu, ktera prochazi vrcholem, sttedem podstavy S a

bodem M, obrazek 3.]

4) Je dan pravidelny ¢tyiboky jehlan ABCDV. Bod S je stftedem podstavy. Bod M je bodem
poloptimky BA, |BM| = % |AB|, bod P lezi na useéce OV, kde bod O je stiedem usecky DS.
Sestrojte pranik ptimky MP s jehlanem.

[ProloZime jehlanem vrcholovou rovinu, kterd prochéazi vrcholem, bodem O a bodem M,

obrazek 4.]
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Obrazek 1.

prisecnice

Obrazek 2.
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Obrazek 3.

Obrazek 4. B
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Metrické vlastnosti — odchylka a kolmost

Odchylka primek

Podrobny popis prostorovych vztahd. Vzdalenosti bodu, piimek, velikosti uhli, jednotlivé

polohy ptimek, pfimek a rovin.

Odchylka dvou riznobéZnych piimek - je velikost kazdého z ostrych nebo pravych thla,
které piimky spolu sviraji. Odchylka dvou rovnobéznych ptimek je 0° (0 rad).

Odchylka dvou mimobéZnych piimek - je odchylka riznobéznych piimek vedenych
libovolnym bodem prostoru rovnobézné s danymi mimob¢zkami. (o mimobézkach hovotime

pouze v prostoru)

Odchylka dvou mimobéznych primek nezavisi na volbé bodu, kterym vedeme rovnobeézky
s danymi primkami.

Je-1i ¢ odchylka dvou libovolnych pfimek p, q, zapisujeme odchylku ¢ = |&Zpq]|.
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Kolmost primek a rovin

Dvé pirimky jsou k sobé kolmé pravé tehdy, kdy? jejich odchylka je 90°.
Dvé usecky jsou kolmé, pravé kdyz leZi na kolmych piimkdch.
< AB 1 < CD

Ve stereometrii mohou byt kolmymi i mimobézné ptimky.

Piimka a rovina jsou k sobé kolmé pravé tehdy, kdy? je pfimka kolma ke vSem piimkam
roviny.
<AB 1 p

Ptimka p kolma4 k rovin€ se nazyva kolmice k roving, bod P je pata kolmice.

{P}=pnp

Kriterium kolmosti primky a roviny:

Je-li piimka kolma ke dvéma riznobéZkam roviny, pak je k roviné kolma.

Chceme-li dokazat, Ze ptimka neni kolma k roving, staci najit jednu pfimku roviny, k niz neni

dana pfimka kolma.

Danym bodem Ize vést k dané roviné jedinou kolmici.

Danym bodem Ize vést k dané piimce jedinou kolmou rovinu.

Kolmost rovin definujeme pomoci kolmosti piimky a roviny.

Dvé roviny jsou k sobé kolmé pravé tehdy, kdy? jedna 7 nich obsahuje piimku kolmou

k druhé roviné.
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Odchylka primek a rovin

Odchylka dvou rovin je odchylka jejich priiseCnic s rovinou, kterd je k obéma rovinam

kolma.

Jsou-li roviny rovnobézné, pak je odchylka 0°.
Jsou-li roviny k sobé kolmé, pak je odchylka 90°.
@ = |<ppl
@ = |xpo]
Odchylka pFimky a roviny je velikost nejmensi 7 odchylek piimky a libovolné piimky roviny.

Neni-li pfimka kolma k roviné, je odchylka piimky a roviny rovna odchylce piimky a jejiho

pravouhlého priumétu do této roviny.
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Je dana krychle s hranou délky a. Uréete odchylku dvou sténovych uhlopticek.

Varianta A - Odchylka pfimek

H G H G
| |
| |
| [ ] |
B
E : F E : F
| |
| |
| |
| |
|
| |
| |
DI p C DI C
/I____ L _\_L J___ /I_ ______________
/ /
/ /
/ ’
/ /
v /
’ /
A B A B

Vysledek feseni:

Velikost sténové uhlopticky v krychli je z Pythagorovy véty:
uy =TT @ =7 a

Polovicni velikost sténové uhlopticky je

u, V2-a

2 2

Pro velikost uhlu %

uS

- a A

SII’IE:—S
a 1 «a .
51nz—§:>5=30

Uhel mezi sténovymi uhlopti¢kami je & = 60°

Velikost uhlu f mezi sténovymi uhloptfickami je § = 90°.
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Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C

Piiklady k procviceni:
1) Je déna krychle s hranou délky a. Urcete odchylku dvou télesovych uhlopticek.
[70°317]

2) Je dana krychle s hranou délky a. Uréete odchylku sténové a télesové thlopricky.
[35°157; 90°]

3) Je dan pravidelny ctytboky jehlan ABCDYV, jehoz stény jsou rovnostranné trojuhelniky.
Bod S je stfedem jeho podstavy, bod P je stiedem hrany 4 V. Urcete odchylku ptimek
a) BC, SV b) SV, BP [a) 90°; b) 65°527]

4) Je déan pravidelny ctyiboky jehlan ABCDYV, jehoz stény jsou rovnostranné trojuhelniky.
Bod S je sttedem jeho podstavy, bod P je stfedem hrany 4V. Urcete odchylku ptimek
a) BV, CP b) AB, CV [a) 77°57; b) 60°]
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Je dana krychle ABCDEFGH. Zobrazte ve volném rovnobézném promitani patu kolmice

vedené bodem F k roviné BEG.

Varianta B — Kolmost prfimek a rovin

Vysledek feseni:
Bodem F prolozime rovinu BFH, ktera je kolma k BEG, nalezneme prasecnici téchto dvou
rovin (SB). Na této priisecnici leZi pata kolmice, kterou ziskame jako prisecik ptimky SB a

DF.

Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C

Piiklady k procviceni:
1) Je déna krychle ABCDEFGH. Bod M je sttedem hrany 4B. Zobrazte ve volném
rovnobézném promitani patu kolmice vedené bodem H k ptimce CM.

[Prisecik pfimky CM s rovinou DHX, kde bod X je stied hrany BC.]
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2) Je déna krychle ABCDEFGH. Urcete pravotuhly primét bodu B do roviny
a) ADH b) CDE
[a) bod 4; b) stfed stény BCGF]

3) Je dana krychle ABCDEFGH. Urcete pravouhly prumét pfimky DF do roviny
a) ABC b) DEG
[a) pfimka BD; b) ptimka DS, S je stfed stény EFGH]

4) Je déna krychle ABCDEFGH. Urcete pravotuhly primét piimky DF do roviny
a) ADH b) ACG
[a) pfimka DE; b) ptfimka X7, X je stied steény ABCD, Y je stied stény EFGH|
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Je déna pravidelny ctyiboky jehlan ABCDV. Vypocti odchylku pfimky BV a roviny ABC, je-li

Varianta C — Odchylka pfimek a rovin

délka vSech jeho hran stejna.

Vysledek feseni:
Odchylku hrany BV a podstavy vypocteme pomoci rovnoramenného trojahelniku BDV.
Odchylka a musi mit velikost 45°.

Priklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C

Piiklady k procviceni:
1) Je déna krychle ABCDEFGH. Urcete odchylku rovin ABC a BEG.
[54°447]
2) Je dana krychle ABCDEFGH. Urcete odchylku rovin ABC a MNG. Body M, N jsou stiedy
hran BC, CD.
[70°297]
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3) Je dana krychle ABCDEFGH. Urcete odchylku rovin ABC a piimky p. Pfimka p je urcena

body X, Y. Bod X je stiedem hrany EH a bod Y je bodem hrany BF, |BY|: |[YF| = 1:3
[33°507]

4) Je dana krychle ABCDEFGH. Urcete odchylku rovin BDM a ptimky CE. Bod M je

sttedem hrany CG.
[70°327]
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Metrické vlastnosti — vzdalenosti

Vzdalenost bodu od primky a od roviny

Vzdilenost bodii A, B je délka uisecky AB znacime ji |AB|.

Vzddlenost bodu od piimky miiZeme urcit jako vzdalenost bodu od piimky v roviné, nebot’
bod a piimka v prostoru urcuji rovinu (pokud bod na piimce neleZi)

Vzdalenost bodu A od primky p je nejmensi ze vsech vzdalenosti bodu A od jednotlivych bodii
X primky p. Je to délka usecky AP, kde P je pata kolmice k vedené v rovine Ap bodem A

k primce p. Vzddlenost bodu A od primky p znacime |Ap)|.

Pokud by bod A lezel na primce p, pak je vzdalenost rovna nule.

Vzdalenost bodu od pFimky urcujeme pomoci roviny kolmé k dané piimce a prochazejici

danym bodem.




Stereometrie

Vzddlenost bodu A od roviny je vzdalenost bodu A a jeho pravouhlého primétu A’ do

roviny.

Kritérium rovnobéZnosti primky a roviny a rovnobéZnosti dvou rovin:

o Piimka p je rovnobéZna s rovinou p, jestliZe lIze na piimce p najit dva riizné body
leZici v témZe poloprostoru ohrani¢eném rovinou p, které maji od roviny p stejnou
vzddlenost.

e Dvé roviny p a o jsou rovnobéiné, jestliZe Ize v roviné o najit ti'i riizné body, které
neleZi v téZe piimce, ale leZi v témZe poloprostoru s hranicéni rovinou p a které maji

od roviny p stejnou vzddlenost.
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Vzdalenost dvou rovnobéinych piimek je vzdalenost libovolného bodu jedné primky od

Vzdalenost primek a rovin

druhé pfimky. d = |pq|

Vzdalenost dvou rovnobéinych rovin je vzddlenost libovolného bodu jedné roviny od druhé

roviny. d = |po|

B%

d = |pa|

Vzdalenost piimky od roviny s ni rovnobéZné je vzdalenost libovolného bodu piimky od této

roviny. d = |pp|
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Vzdalenost dvou mimobéZek
Vzdalenost mimobéznych piimek je délka usecky PQ, kde jeji body P, O jsou po tade

pruseciky mimobézek s takovou piickou mimobézek, ktera je k obéma z nich kolma. Jde o

nejmensi vzdalenost mezi mimobé&zkami.



Varianta A - Vzdalenost bodu od pfimky a od roviny

Stereometrie

Je dana krychle ABCDEFGH s hranou délky a. Vypoctéte vzdalenost bodu 4 od ptimky BH.

Vysledek feseni:

Trojuhelniky ABAH, AAX Bjsou pravouhlé a podobné.

Proto plati:

|AH] _ vl

|BH|  |AB|

u; vl Us
—=—>|vl=—"-a
u a U;

V2-a 2
lv| = a= |za
3.-a 3

Vzdalenost bodu 4 od piimky BH je rovna \E a.
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Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C

Priiklady k procviceni:
1) Je dana krychle ABCDEFGH s hranou délky a.

Vypoctéte vzdalenost bodu A4 od ptimky FH. [ \E al

2) Je dana krychle ABCDEFGH s hranou délky a = 4cm. Vypoctéte vzdalenost bodu M od
roviny ABG .Bod M je stfed hrany EF. [2v2cm]

3) V pravidelném ¢tytbokém jehlanu ABCDYV je délka podstavné hrany a, vyska jehlanu je v.
Urcete vzdalenost bodu B od roviny ACV.

V2
> a

4) V pravidelném ¢tyitbokém jehlanu ABCDYV je délka podstavné hrany a, vyska jehlanu je v.
Urcete vzdalenost bodu B od roviny CDV.

2av

va? + 4v?
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Je dana krychle ABCDEFGH s hranou délky a. Vypoctéte vzdalenost rovin KLM a XYZ. Body
K, L, M, X, Y, Z jsou po tad¢ sttedy hran 4B, EF, EH, BC, CD, FG.

Varianta B - Vzdalenost pfimek a rovin

H G
|
M | v
|
| VA
E . F
' L
|
|
|
|
|
|
: Y
D C
)___ _____ [ N I ——
// .\
/
7/
// X
A B

Vysledek feseni:

Vzdalenost v mezi rovinami KLM a XYZ ur¢ime pomoci délky sténové uhlopiicky:
v =|EG|—2-|EP|
|EG| =us=a-V2

|EP|
EP| = 45° = ——
|EP| = cos EL|

a
|EP| = |EL| - cos 45° = |EP| = E-cos45°

V2
|EP|:TG,
v=|EG|—2-|EP]|

2
v=a-\/§—2-£a
4
V2o W2

v=a-\/§—7a=7a




n Stereometrie

Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C

Priiklady k procviceni:
1) Je déna krychle ABCDEFGH s hranou délky a. Vypoctéte vzdalenost rovin ABM a GHX.
Body M, X, jsou po tad¢ stfedy hran EH, BC.

V5
=@

2) Je dana krychle ABCDEFGH s hranou délky a. Vypoctéte vzdalenost piimek YZ a MX.
Body M, X, Y, Z jsou po tadé sttedy hran EH, GH, EF,FG.

V2
2a

3) Je dana krychle ABCDEFGH s hranou délky a. Vypoctéte vzdalenost piimek MX a KL.
Body K, L, M, X, jsou po tadé sttedy hran 4B, BC, EH, GH.

3
54

4) Je dana krychle ABCDEFGH s hranou délky a je bod M stfedem hrany AE a bod N sttedem
hrany CG. Urcete vzdalenost piimky MN od roviny DEG.

V3
c a
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Je dana krychle ABCDEFGH s hranou délky a, bod M je bodem hrany EH. Urcete vzdalenost
mimobézek AC a FM.

Varianta C - Vzdalenost dvou mimobézek

H
I G
|
M I X
|
f
I F —
|
|
|
|
:v
: /
b, \ 1
/)_ C
/
/
/ /
7
, Y
A B

Vysledek feseni:
ProloZime rovinu ACE, a v této rovin¢ lezi tisecka X7, jejiZ velikost urcuje vzdalenost mezi

mimobézkami FM a AC. Tato vzdalenost je rovna délce hrany krychle a.

Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C

Priklady k procviceni:
1) Je dana krychle ABCDEFGH s hranou délky a bod M je sttedem hrany AD. Urcete
vzdalenost mimobézek BM a EG. [a]

2) Je déna krychle ABCDEFGH s hranou délky a, bod N je sttedem hrany CD. Urcete

vzdalenost mimobézek BC a GN.

V5
—a

5
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3) Je dan pravidelny Ctytstén ABCD, urcete vzdalenost mimobézek 4B, CD.

Za)

4) Pravidelny ¢tyiboky jehlan ABCDV. Urcete vzdéalenost mimobézek BC a MN. Bod M lezi
ve stfedu hrany AV, bod N leZi ve stfedu hrany BV.
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Geometrické téleso je prostorovy omezeny geometricky utvar. Jeho hranici neboli povrchem

Télesa

je uzaviena plocha.

Mnohostény

Jejich podstavou je mnohouhelnik (fidici mnohouhelnik). Ostatni stény hranolu, které nejsou
jeho podstavami, jsou bocni stény hranolu. Sjednoceni vSech bo¢nich stén je plast’ hranolu.
Vrcholy stén hranolu jsou vrcholy hranolu. Strany podstav hranolu jsou podstavné hrany,
ostatni hrany jsou bocéni hrany hranolu. Vzdalenost podstavnych hran v téze boc¢ni sténé je
sténovd vyska. Usecky, jejichZ krajni body jsou vrcholy hranolu, které neleZi v téZe sténg, se
nazyvaji télesové uhlopiicky.

Hranol, jehoZ bo¢ni hrany jsou kolmé k rovinam podstav, se nazyva kolmy hranol. Hranol,
jehoz bo¢ni hrany nejsou kolmé k rovindm podstav, je kosy hranol. Kolmy hranol, jehoz

podstavami jsou pravidelné n-uhelniky, se nazyva pravidelny n-boky hranol.

/

lesova uhlopfickal

N

‘4

R, A
| /

|

|

|

7

’_

;
LN

|
T
N I Bo¢nii hrany

N\
e

Sténova vyska |\

»

odstavné hrany

Kosy hranol
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RovnobéZnostén — u tohoto hranolu jsou rovnobézné nejen roviny podstav, ale také roviny
dvou a dvou bocnich stén. Je ohranicen tfemi dvojicemi navzajem rovnobéznych a shodnych
rovnobéznikl. Kterdkoliv dvojice rovnobéznych stén miize byt podstavami. Ma 12 hran, 8
vrchold, 4 té€lesové thlopticky. Télesové thlopticky rovnobéznosténu se protinaji v jediném
bod¢ a navzajem se puli.

Kvadr, krychle, klenec jsou zvlastni ptipady rovnobéznosténu. Klenec je rovnobéznostén

omezeny 6 kosoctverci.

n-boky jehlan - Podstava obsahuje vrcholy podstavy. Stény jehlanu, které obsahuji hlavni
vrchol, jsou bo¢ni stény jehlanu, sjednoceni vSech bocnich stén je plast’ jehlanu. Kazda bocni
sténa jehlanu je trojuhelnik. Strany podstavy jehlanu jsou podstavné hrany, ostatni hrany jsou

bo¢ni hrany. Sténova vyska je vzdalenost hlavniho vrcholu od podstavné hrany v bocni sténé.

Ctyi'stén — je t&leso ohrani¢ené &tyfmi trojithelnikovymi sténami. Jsou-li jeho stény shodné

rovnostranné trojuhelniky, pak se nazyva pravidelny ¢tyfstén. Je to mnohostén s nejmensim

Komoly jehlan — ma dv¢ podstavy, které jsou podobnymi mnohothelniky, bo¢ni stény jsou

lichobézniky.
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Rotacni télesa
Mnohostény jsou hranata télesa, ktera lze vytvorit jako pruniky poloprostorti. Rota¢ni téleso
je téleso, které vznikne rotaci rovinného obrazce kolem dané ptimky, tzv. osy rota¢niho
télesa.

e Rotacni vdlec - Vznikne rotaci obdélniku, ptipadné ¢tverce kolem piimky, kterd

obsahuje jeho jednu stranu. Podstavné hrany jsou kruznice, podstavy jsou kruhy.

\é/

=
e Rotacni kuZel - Vznikne rotaci pravouhlého trojuhelniku kolem ptimky, ktera

obsahuje jeho jednu odvésnu. Podstavna hrana je kruznice, podstavou je kruh.

A

o  Komoly rotacni kuZel - Vznikne rotaci pravouhlého lichobéZzniku kolem pfimky, v niz

je krat$i rameno. Délka tohoto ramene je vyska komolého kuzele.
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e Koule - Vznikne rotaci pilkruhu kolem ptimky, kterd obsahuje primér koule. Stied
pulkruhu je stfed koule, jeho polomér je polomér koule. Hranici koule je kulova

plocha.

Cast kulové plochy omezena jeji libovolnou kruznici k se nazyvéa kulovy vrchlik, kruznice

k je hrana kulového vrchliku. Kulovy vrchlik je prinik kulové plochy a poloprostoru

s hrani¢ni rovinou, jejiz vzdalenost / od stfedu S kulové plochy je mensi nez polomér r kulové
plochy. Kazda takova rovina rozd¢li kulovou plochu na dva kulové vrchliky. Vyska jednoho

jer — 1, druhého r + L.

Protneme-li kouli rovinou, vzniknou dvé kulové isece. Prochazi-li rovina sttedem kulové
plochy, nazyvame obé usece polokoule.

Kulova usec je prinik koule a poloprostoru, jehoz hrani¢ni rovina protind kouli v kruhu.
Tento kruh je podstavou kulové usece. Dalsi ¢asti hranice kulové tsece je kulovy vrchlik.

Vyska kulového vrchliku je 1 vyskou ptislusné usece.
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Kulova vysec je sjednoceni kulové isece a rotaéniho kuzele, ktery ma s kulovou tseci

spole¢nou podstavu a jeho vrchol je sttedem prislusné koule.

Sl

Prinik kulové plochy a vrstvy s hrani¢nimi rovinami, jejich vzdalenost od stfedu je mensi nez

polomér, je kulovy pas. Vzdalenost rovin je vyska pasu.

e Anuloid — torus - Nechame-li rotovat kruh kolem piimky, ktera lezi v rovin€ tohoto

kruhu a tento kruh neprotind. DuSe pneumatiky auta.
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Télesa

Objem a povrch mnohosténu

Objem télesa je kladné redlné Cislo prirazené télesu tak, Ze plati:
1. Shodna télesa maji objemy sob¢ rovné.
2. Jestlize je téleso slozeno z nékolika nepronikajicich se téles, je jeho objem roven
souctu objemil téchto téles.

Navzijem se nepronikajici télesa jsou ta, z nichz zddné neobsahuje vnitini bod druhého.
Povrchem télesa rozumime obsah jeho hranice.

Hranol
Kvadr
V=a-b-c
S =2(ab + bc + ac)

Kvadr mizeme rozd¢lit na dva shodné trojboké hranoly, jejichz podstavy jsou pravouhlé
trojihelniky.
Objem trojbokého hranolu

v=1a.p —(1 b)
—2a Cc = 2a C

Je-li podstavou kolmého hranolu obecny trojihelnik, jsou asponi dva jeho vnitini uhly ostré. Je

proto vzdy mozné rozdé€lit podstavu na pravouhlé trojiihelniky.

V:V1+V2: pl'C+Sp2’C:(Sp1+Sp2)'C

Krychle
V=a-a-a=ad

S=6-a-a=6a’

Objem hranolu urcéime podle vzorce V. = S, - v, kde S, je obsah podstavy hranolu, v je jeho
vySka.

Povrch hranolu uréime podle vzorce S = 25, + Sy, kde Sy, je obsah plasté.
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Jehlan
Krychli je mozné rozd¢lit na ti'i shodné nepronikajici se jehlany se ¢tvercovou podstavou.
1 1
V= 3 a® = §a2 ‘a
1
V= §Sp -V
§=8,+5y

Sp1 Je obsah plaste, ktery je tvofen trojuhelniky.

Komoly jehlan

Objem komolého jehlanu, ktery ma vysku v a jehoZ podstavy maji obsahy S, S,:

1
V =§17‘ (Sl +\15152 +Sz)

Povrch komol€ho jehlanu je roven souctu obsahti Sy, S, jeho podstav a obsahu S,; jeho plaste:

S=51+SZ +Spl
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Télesa

Varianta A - Povrchy a objemy téles

Podstavou kolmého hranolu je rovnoramenny trojuhelnik, jehoz zakladna ma délku a =
10 c¢m a uhel pti zdkladné ma velikost @ = 40°20". Vypocitejte objem tohoto hranolu, je-li

obsah jeho plésté roven souctu obsaht jeho podstav.

—F———————— e ——— —

N

S
AN
AN

N
~. b
N
AN
’ N

/N a= 40°2(?»\
4 N
/ N

a=10cm

AN

Vysledek feseni:
1) Spocitame vysku v rovnoramenném trojuhelniku v, .
2) Spocitame délku ramene v trojihelniku podstavy b.
3) Spocitame obsah plasté S.
4) Plast’ hranolu je obdélnik, jehoz jedna strana ma délku rovnu obvodu trojahelniku
v podstavé ¢ a druhd strana ma délku vysky hranolu v.
c=a+b+b
5) Vypocet objemu hranolu V
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1)

<

tg40°20" = —
2

a
vy = tg40°20 = 5 - £g40°20

vy =424 cm

2)

cos 40°20" =

S STRS

_ a _ 10
"~ 2-c0s40°20° 2 - cos40°20°

b =6,56cm

3)

S=a-v
S=10-424
S = 42,4cm?

4)

S=cv=(a+b+b) v

_ S
V=la+b+b)
42,4
V=10 + 6,56 + 6,56)
v=183cm
5)
a- v,
V=5,-v= > ‘v
10 - 4,24
V=—

> -1,83 = 38,9cm3
Objem trojbokého hranolu je V = 38,9cm3.
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Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C

Piiklady k procviceni:
1) Je déna krychle s hranou délky a. Urcete délku hrany krychle, ktera ma vzhledem
k ptivodni krychli dvojnasobny objem.
[a, =aV2]

2) Je dana krychle s hranou délky a. Urcete délku hrany krychle, ktera ma vzhledem
k ptivodni krychli dvojnasobny povrch.
[a; = av2]

3) Prodlouzi-li se hrana dané krychle o 2 cm, zvétsi se jeji objem o 486 cm3. Urdete povrch

plivodni i zvétsené krychle. [a) 384 cm?; b) 600 cm?]

4) Vypocitej vysku kolmého trojbokého hranolu s objemem 200 cm3, jehoZ podstavné hrany

maji délky 4§cm, 10cm, 12§cm. [v=10cm]



Stereometrie

Dievény tram potiebny na stavbu mostu, jehoZ priifez je na obrazku, ma objem V = 1,59 m?2.

Varianta B - Povrchy a objemy téles

Vypocitej délku trdmu v metrech.

200 mm 200 mm

450 mm 450 mm

600 mm

600 mm

350 mm 350 mm

Vysledek feseni:
1) Vypocitame obsah prifezu tramu.

2) Vypocitame délku tramu z jeho objemu.

S; =600 -200 = 120 000mm? = 0,12m?

S, = 450150 = 67 500mm? = 0,0675m?
150150
=77
S=8+5,+5;=0,12+0,0675 + 0,01125 = 0,19875m?

= 11 250mm? = 0,01125m?

V=S-v

vV 1,59
Y= 57019875

v=38m

Délka tramu s prufezem na obrazku je 8 metra.
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Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C

Piiklady k procviceni:
1) Vypocitej tloustku ledové kry tvaru hranolu, ktera vycniva 6 cm nad vodou, je-li hustota
ledu p = 0,92g - cm™3. Pfedpokladejme, Ze kra ma svislé stény a rovnobézné podstavy.

[75 cm]

2) Kolik metra krychlovych zeminy je tfeba piemistit pfi vykopu ptimého 170 metra
dlouhého vodniho ptikopu, jehoz prifez ma tvar rovnoramenného lichobézniku se zakladnami
délek 150 cm a 80 cm a ramenem délky 90 cm?

[161,8 m3]

3) Drevény sloup tvaru pravidelného ¢tytbokého hranolu s podstavnou hranou délky 2 metry a
vyskou 6 metrl se ohoblovanim upravi na sloup, ktery ma tvar pravidelného osmibokého
hranolu. O kolik procent se zmensi objem ptivodniho sloupu?

[0 17%]
4) Dievény sloup tvaru pravidelného ¢tyibokého hranolu s podstavnou hranou délky 2 metry a
vyskou 6 metrl se ohoblovanim upravi na sloup, ktery ma tvar pravidelného osmibokého
hranolu. O kolik procent se zmensi plast’ ptivodniho sloupu?

[0 17%]
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Vypocitejte povrch plasté zelezné traverzy, kterou je tieba pozinkovat. Prifez traverzy je na

Varianta C - Povrchy a objemy téles

obrazku a jeji délka je 10 metra.

1 dm
<—>
7 dm
g 2 dm
3
wv
12 dm
Vysledek feseni:
1 dm
<>
| a |
: 7 dm :
S i | I i
11 _
| V1= 1,5d
sl T s Iz vogh
Vo) : I | :
| I [ |
| |
[ [
| \\
' 12 dm

1) Vypocitame jednotlivé obsahy podstavy.
2) Vypocitame jednotlivé obsahy plasté.
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S, =5-1=5dm?

542 5+2
275 'U1=—2 1,5 = 5,25 dm?

Sy =7-2=14dm?
Celkovy obsah priifezu traverzy je

Sp=2:5+2-5,+5;, =10+ 10,5+ 14 = 34,5dm?
Obsah plasté:

S, =5-100 = 500dm?
S, =1-100 = 100 dm?

a=+15%24+1,52=212dm

S3=2,12-10 = 21,2dm?
S, =7-100 = 700 dm?

Velikost obsahu plaste je:
Sp=2:5+4-S,+4-S3+2-5,=1000+ 400 + 84,8 + 1400 = 2884,8dm?

Celkova velikost povrchu traverzy je

§=2-5,+S, =2-345+ 28848 = 2953,8dm? = 29,538m?

Pozinkovat bude tieba plochu 30m?.

Priklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C



Stereometrie

1) Urcete objem a povrch pravidelného trojbokého jehlanu, je-li délka podstavné hrany 5 cm a

Priklady k procviceni:

délka bo¢ni hrany 12cm.

[42cm3; 113,5cm?]

2) Urcete objem a povrch pravidelného trojbokého jehlanu, je-li délka podstavné hrany 5 cm a

odchylku 30° bo¢ni hrany od roviny podstavy.

[6cm3; 50cm?]

3) Nasypny kos$ z ocelového plechu se sklada z plasth dvou pravidelnych ¢tyrbokych hranola
a pravidelného ¢tyibokého komolého jehlanu. Kolik metrti ¢tvereéniho plechu se spotiebuje

k jeho zhotoventi, jestlize se na zdhyby a odpad ve vyrob¢ pocita 10% materidlu?

4m

wge

2m

[102,5m?]

4) Cheopsova pyramida je 145 metra vysoka, jeji podstavou je ¢tverec o strané délky 232,7
metril. Kdmen v pyramidé mé hustota p = 2,7g - cm~3. Jak vysoka by byla zed’ kolem Ceské
republiky, méfi-li hranice CR 2 303 km?

[1,9m]
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Objemy a povrchy téles

Objem a povrch rota€nich téles
Rotacni vdlec
V=m-1r%-v

S=2m-r*+2nr-v=2nr-(r+v)

Rotaéni kuZel

V==m-1r2.
37tr v

S=m-r’+nr-s=nr-(r+s)




Komoly rotacni kuZel

1
V=§1w-(r12+r1-r2 +72)

S=m-rt+mn-rZ+ns-(r+15)

Koule
V==m-r

V =4m-r?

Kulova usec

Stereometrie

85
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Kulova vyse¢

Kulovy vrchlik

S=2nr-v
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Varianta A - Povrchy a objemy rotaénich téles

Vypoctéte hmotnost a vnitini objem svarovaného pravouhlého kolena, kruhového priifezu,

jestlize hustota materialu je p = 7,8¢g - cm™3. Piidavek na svaieni je 2% hmotnosti.

wd O]

24 cm

8,5cm

Vysledek feseni:

1) Koleno je slozeno ze dvou ¢asti stejného objemu, jejichz objem mtZzeme urcit jako objem
roury, valce.

2) Odecteme objemy valce vnitiniho V; a vnéjsiho V,, ziskdme objem materialu, vypocitdme

jeho hmotnost.

1))

24 cm 14 cm

wo O
5 cm

V, =m-4,25%-34 = 1928,3525cm3
V, =m-5%-34 =2669cm3
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Objem materialu kolena:

V=V,—V, =2669 —1928,3525 = 740,6475cm?
2)
m=p-AV
m = 7,8-740,6475 = 5777g = 5,78kg

2% z hmotnosti = 0,115kg

Vnitini objem kolena je 1928,3525cm3

Celkova hmotnost kolena v¢etné svari je 5,78kg

Piiklad:

Varianta A

Varianta B

Varianta C

Priklady k procviceni:

1) Vypocitejte objem Sikmo sefiznutého rota¢niho vélce s primérem podstavy 30 cm, maji-li

jeho nejdelsi a nejkratsi strana délky 1,25 ma 1,05 m. [81,3dm3]

2) Hromada pisku ma tvar rotacniho kuzele s vyskou 3,30 m a obvodem podstavy 18,85 m.

Kolik metra krychlovych pisku je v hromadg? [31,1m3]

3) Jak velky je sttedovy thel v rozvinutém plasti rovnostranného kuZzele?

[180°]
4) Vypocitej obsah lampového stinitka tvaru rotacniho komolého kuzele s priméry podstav
32 cm a 12 cm a vyskou 24 cm. Jaky je uhel vysece mezikruzi, z néhoz stinitko vzniklo?

[0,18m?; 138°30']
Varianta B - Povrchy a objemy rotac€nich téles

Komin tvaru dutého rota¢niho komolého kuZele méa vysku 32 m, dolni priméry 6,4 m a 4 m,
horni priméry 3,4 m a 2,4 m. Jaky je jeho celkova hmotnost, je-li hustota zdiva

p =1600kg - m™3.



Stereometrie u

Vysledek feseni:

Objem komolého rota¢niho kuzele:

V=§n-v-(r12+r1r2 +77)

1 32
Vi=gm-32:(32° +32-17+17%) = 5 (1024 + 544 +2,89) = 622m°

1 32 :
Vo=gm-32: (2242-1,2+1,2%) = ST (44244144 = 263m*

AV =V, —V, = 622 — 263 = 359m3

m=p-AV
m = 1600 - 359 = 574400kg = 574,4t

Hmotnost kominu je 574,4t.

Priklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C

Priiklady k procviceni:
1) Védro na vodu je zhotoveno z plechu, ma tvar komolého rota¢niho kuzele a nema viko,
pramér dna je 24 cm, pramér okraje 32 cm, strana ma délku 30 cm. Kolik vazi védro, jestlize

1m? plechu vazi 10,5 kg? Kolik litri vody se do védra vejde? [3,25kg; 18,4 litri]

2) Urcete objem a povrch télesa, které vznikne rotaci pravidelného Sestithelniku se stranou
délky 8 cm, kolem piimky, v niz lezi delsi Ghlop#icka Sestitthelniku. [1,6dm3; 7dm?]
3) Jakou hmotnost ma planeta Zemé, je-li jeji primérna hustota p = 5520kg - m™3?

[5,9 - 1024kg]

4) Dva rotacni valce maji vysky 64 cm a 27 cm. P1ast’ kazdého z nich mé stejny obsah jako

podstava druhého valce. V jakém poméru jsou objemy valct?
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[4:3]



Stereometrie

Duta Zelezna koule se ponoti do vody svou polovinou. Jaka je tloustka jeji stény, je-1i vnéjsi

Varianta C - Povrchy a objemy rotaénich téles

primér koule 1 metr a hustota Zeleza je p = 7,89 - cm™3?

Vysledek feseni:

Téleso ponotené do kapaliny je nadlehcovano hydrostatickou vztlakovou silou, jejiz velikost

se rovnd tize kapaliny o stejném objemu jako je objem ponofené Casti télesa.

Tzn., ze tiha vody, ktera se objemove rovna poloviné objemu koule (s vnitinim polomérem
koule ;) urcuje tihu celé koule.

1) Vypocitame objem Zelezné polokoule V; a objem koule V.

2) Vypocitame hmotnost vody, kterd zaplni tento objem.

3) Velikost této hmotnosti odpovida hmotnosti plasté Zelezné koule, vypocitame objem plasté
zelezné koule V.

4) Vypocitame objem vzduchu, ktery je v kouli AV =V — V.

5) Z tohoto objemu vypocitame polomér r,. Odectenim vnéjsiho a vnitiniho poloméru,

dostaneme tloustku Zelezného plasté koule.

1)
2 2
Vi==-m-1rd ==m-0,5% =0,262m3
3 3
V =0,523m3
2)

M = Pyoga - Vo = 1000 - 0,262 = 262kg
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3)

4)

S)

m 262

V = =
2" Pretezo 7800

= 0,034m?3

AV =V -V, =0,523 — 0,034 = 0,489m3

_ejav-3_slo4s9-3
2= 4.7 4.7 m

d=r-1r=05-0,489 =0,011m = 1,1cm

Tloustka zelezného plasté koule je 1,1 cm.

Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C

Priklady k procviceni:

1) Jak vysoko musi byt letec, ma-1i vidét jednu tisicinu zemského povrchu?

[12,7 km]

2) Vypoctéte objem a povrch kulové vysece, ma-li kulova usec, ktera je ¢asti vysece, polomér

podstavy 6 cm a vySku 2 cm.

[419c¢m3; 314,16cm3]

3) Kolik metra viny je v klubku s primérem 9 cm, jestlize pramér vldkna viny je 1,5 mm?

[216 m]

4) Kolik kilometri ¢tvere¢nich méfi mirné pasmo na Zemi, které se rozprostird mezi 23°27a

66°18 severni zemépisné Sirky?

[132,4 - 106km?]




