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2 Posloupnosti

Uvod

Vytvoreny vyukovy materidl pokryvd predmét matematika, ktera je wvyulovdna v osnovach
a tematickych planech na gymnaziich nizSiho a vys$$iho stupné. Mohou ho vSak vyuzit vSechny
stfedni a zakladni Skoly, kde je vyu€ovan pfedmét matematika, a které maji dostateéné technické
vybaveni a zazemi.

Cilova skupina:

Podle chapani a schopnosti studentu je stanovena uroven narocnosti vzdélavaciho planu a vyukovych
materialG. Zvlasté vyhodné jsou tyto materialy pro studenty s individualnim studijnim planem, ktefi se
nemohou pravidelné zuc&astriovat vyuky. Tito studenti mohou s pomoci nasich vyukovych materialt
Castecné kompenzovat svou neucast ve vyu€ovaném piredmeétu matematika, formou e-learningového
studia.
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Posloupnosti a fady

Posloupnosti a jejich vlastnosti

Definice funkce

Funkce na mnozin€ D C R je ptedpis, ktery kazdému Cislu x z mnoziny D ptifazuje praveé

jedno redlné Cislo. Mnozina D se nazyva defini¢ni obor funkce.

Definice posloupnosti

Kazda funkce, jejimz defini€énim oborem je mnoZzina N vSech pfirozenych ¢isel, se nazyva
nekonecna posloupnost.
Kazda funkce, jejiz definicni obor je mnozina vSech ptirozenych ¢isel n < ng, kde ng je

pevné dané ¢islo z N, se nazyva kone¢na posloupnost.

Rozdilny zpusob zapisu u funkce a posloupnosti:

Funkce Posloupnosti

Hodnota funkce v bodé 3 je 8 hodnota posloupnosti vbod¢ 3 je 8 = f, =8
=f(3)=8 (¢teme: tieti ¢len posloupnosti je 8)

Hodnota funkce v bodé n je f, = 0 (Cteme: n-ty Clen posloupnosti je 0)
=>f(n)=0

Zapis funkce: f:y =2 + (—1)" Zapis posloupnosti: (2 + (—=1)™)y_;

Z.apis posloupnosti

1.) vzorcem pron-ty €len ............................. napt. 3n);—q; (Gn+2)5,

2.) rekurentné (v latin€ recurrere = vraceti se)

V posloupnosti jsou dany prvni ¢len nebo prvni ¢leny a vzorec, podle kterého vypocitame

dalsi ¢leny na zakladé¢ znalosti ¢leni pfedchozich. Nevyhodou je, Ze libovolny ¢len

posloupnosti miizeme urcit jen tehdy, jestlize zname piedchézejici ¢leny.

5



Posloupnosti

Vlastnosti posloupnosti

Posloupnost (a,),~; se nazyva rostouci, pravé kdyz pro vsechna r, s € N plati:
Je-lir <s,pak a, < a.
Posloupnost (a,);—; se nazyva klesajici, pravé kdyz pro vSechna r,s € N plati:
Je-lir < s, pak a, > a;.

Posloupnost (a,);—1 je rostouci, pravé kdyz pro vSechnan € N je a, < ap41-

Posloupnost (a,);—-; je klesajici, pravé kdyz pro vSechnan € N je a,, > a,41.

Posloupnost (a,),~; se nazyva neklesajici, pravé kdyz pro vSechna pfirozena ¢isla r, s plati:
Je-lir < s, pak a, < a;.

Posloupnost (a,);—; se nazyva nerostouci, pravé kdyz pro vSechna pfirozena Cisla r, s plati:

Je-lir < s, pak a, = a;.

Posloupnost (a,);—; je neklesajici, pravé kdyz pro vSechnan € N je a, < d,41-

Posloupnost (a,),~ je nerostouci, pravé kdyz pro vSechnan € N je a, = a, 1.

Kazda rostouci posloupnost je neklesajici.

Kazda klesajici posloupnost je nerostouct.

Posloupnosti, které jsou nerostouci nebo neklesajici, se nazyvaji monoténni posloupnosti.

Posloupnost (a,);~; se nazyva shora omezena, pravé kdyz existuje realné Cislo h takové, ze

pro vSechnan € N je a, < h.

Posloupnost (a,),-; se nazyva zdola omezena, praveé kdyz existuje realné Cislo d takové, ze

pro vsechnan € N je a, = d.

Posloupnost se nazyva omezenad, je-li omezena shora a zaroven zdola.
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Posloupnosti a jejich vlastnosti
Varianta A

Vypiste prvnich sedm ¢lenti posloupnosti zadané rekurentné: a; = 5, a,, - a1 = n;n € R.

Piiklad:
a; =5
11
a,ra, =1 = A= 753
2 2
a2 a3=2 = a3=a_=T=10
2 5
_ 3 _ 3
a;-a, =3 = A =-=1
4 4 40
A as=4 = as=—=75=—
4 10
_ 5 5 3
as-ag=5 = AQe=— =70 =3
5 3
6 6 48
a6-a7=6 — a7:a—:§=?=16
6 8
Piiklad:
Varianta A
. Vysledek feseni: 5; ;10; =; 22, 2,16
Varianta B 5 10’ 3’ 8
Varianta C

Piiklady k procviceni:
1.) Vypiste prvnich sedm ¢lenti posloupnosti zadané rekurentné:

— _ _ On+1
a, =1,a, =-1,a,4> —?,n EN.

Reseni: 1; —1;-1;1; —-1; —1;1

2.) Vypiste prvnich sedm ¢lenii posloupnosti zadané rekurentn¢:

a,=1,a,=2,a, Auyq1 " anyx =8N EN.

Reseni: 1;2;4:1;2;:4; 1

3.) Vypiste prvnich Sest ¢lent posloupnosti dané rekurentné: a; = 3,a,,1 = a, + 2;n € R.
Reseni: 3;5;7;9;11; 13

4.) Vypiste prvnich Sest ¢lenti posloupnosti dané rekurentné: a; = —3,a,4,1 = —2a,;n € R.

Reseni: —3;6; —12;24; —48;96
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Posloupnosti a jejich vlastnosti

Varianta B

o)

. . 2"
Posloupnost vyjadienou vzorcem pro n-ty ¢len (;)
n=

Priklad:

a1:2

An+1 n+1 n+1 n+1 2n 2n
= = = = Ay = —
n+1 n+1

an

vyjadiete rekurentné.
1

2n

a1=25an+1=n+

1 %

Priklad:

Varianta A

Varianta B

Varianta C

Vysledek feseni: a; = 2; a1 =

2n

n+1

an

Piiklady k procviceni:

1.) Posloupnost vyjadienou vzorcem pro n-ty ¢len (n + 2);,-, vyjadiete rekurentné.

ReSeni: a; = 3,a,41 = a, +1

2.) Posloupnost vyjadienou vzorcem pro n-ty ¢len (2n),-; vyjadiete rekurentné.

ReSeni:ay = 2,a,41 = a, +2

3.) Posloupnost vyjadienou vzorcem pro n-ty ¢len (2™),-; vyjadiete rekurentné.

ReSeni: a; = 2,a,41 = 2a,

4.) Posloupnost vyjadienou vzorcem pro n-ty ¢len (n - 2™),_, vyjadrete rekurentné.

2(n+1) .

ReSeni: a; = 2,a,,41 = -

n
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Posloupnosti a jejich vlastnosti
Varianta C

Rozhodnéte, zda je posloupnost (n? + 2n + 4)5-; rostouci ¢i klesajici.

Piiklad:
a, =n*+2n+4
Ay =(m+1)2+2n+1D+4=n*+2n+4+2n+3
Posloupnost je rostouci, protoze pro kazdé n € N je

nf+2n+4+2n+3>n+2n+4 = a,. >a,

Piiklad:
Varianta A

. Vysledek feseni: Posloupnost je rostouci.
Varianta B

Varianta C

Priiklady k procviceni:

1.) Rozhodnéte, zda je posloupnost (—2n + 3),°- rostouci ¢i klesajici.
Reseni: Posloupnost je klesajici.

2.) Rozhodnéte, zda je posloupnost (—n? + 4n — 4)5°_; rostouct ¢i klesajici.

Reseni: Posloupnost je klesajici od druhého ¢lenu.

(0]

3.) Rozhodnéte, zda je posloupnost (%) rostouci ¢i klesajici.
n=1
Reseni: Posloupnost je rostouci.
. . 1\ % L o
4.) Rozhodnéte, zda je posloupnost (%) rostouci ¢i klesajici.
n=1

Reseni: Posloupnost je klesajici.
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Aritmeticka posloupnost

Jde o specialni typ posloupnosti.
Posloupnost (a,);—; se nazyva aritmeticka, praveé kdyz existuje takové realné ¢islo d, Ze pro
kazdé¢ ptirozené Cislo n je

api1=a,+d
Cislo d se nazyva diference posloupnosti.
Plati tedy pro kazdé n € N, Ze

Ant1 — Ay =d
V aritmetické posloupnosti plati:

a,=a1+Mn-1)d
a; =a,+ (s —r)d;provsechnar,s € N

Pro soucet s, prvnich n ¢lent aritmetické posloupnosti (a,),-4, tedy pro a; + a, + az + -+

a, plati

n
Sn=§'(a1+an)

Vlastnosti aritmetickych posloupnosti

Aritmetickd posloupnost s diferenci d je rostouci pro d > 0 a klesajici pro d < 0.

Pro aritmetickou posloupnost s diferenci d plati:

a)je-lid > 0, pak je zdola omezena, ale neni shora omezena.

b) je-li d < 0, pak je shora omezend, ale neni zdola omezena

¢) je-lid = 0, pak je omezena shora i zdola.
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Aritmeticka posloupnost
Varianta A

Urcete prvni Clen a diferenci aritmetické posloupnosti, ve které plati:
a, +as +a; +ag =10

ayq:QAq1 = 2

Piiklad:
Vyjadiime vSechny ¢leny v soustavé rovnic pomoci prvniho ¢lenu:

a; + 20d
— =2
aq
Po tUpravé dostaneme soustavu
4a, +20d = 10
a1 + 20d = 2(11

Z druhé rovnice plyne, ze a; = 20d, coz dosadime do rovnice prvni
4.20d+20d =10 = 100d =10 = d=0,1
Dopocitame prvni ¢len
a;=20-01=2
Reseni ulohy tedy je: a; = 2,d = 0,1.

Piiklad:
Varianta A

. Vysledek feseni: a; = 2,d = 0,1.
Varianta B

Varianta C
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Priklady k procviceni:
1.) V aritmetické posloupnosti je a; = 20, d = 4. Kolikaty ¢len je roven Cislu 100?

Reseni: 21. ¢len

2.) Urcete prvni €len a diferenci aritmetické posloupnosti, ve které plati:
a, + as = 2
a, + a, = —8

Reseni: a, =3,d=-2

3.) Urcete prvni ¢len a diferenci aritmetické posloupnosti, ve které plati:
as; = 2a,
a, = —ag
Reseni: a; € R, d = —%
4.) Urcete prvni ¢len a diferenci aritmetické posloupnosti, ve které plati:
a,—a; =6
ayo — a3 = 15

Reseni: NR
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Aritmeticka posloupnost
Varianta B

Reste rovnici s neznamou x € N:

5+46+15+16+25+26+--+x=1221

Priklad:
Na levé strané¢ mame dvé¢ aritmetické posloupnosti (liché ¢leny a sudé ¢leny), ob¢ s diferenci

10. Urc¢ime soucet lichych ¢leni

n n
51 :E(% + a,) :E(Ch +a; +(n—1)d)

n
51=§(5+5+(n—1)10)

Obdobn¢ ur¢ime soucet sudych ¢lenti
n
S, =§(6+ 6+ (n—1)10)
a dosadime do ptivodni rovnice
n n
§(5+5 + (n—1)10) +§(6+6+ (n—1)10) = 1221
Upravime
n n
5(10 + 10n —10) +§(12 +10n —10) = 1221

5n?+5n?24+n=1221
10n2+n—-1221=0

-1+./12-4-10-(-1221) _ —1++48841 -1+221
2-10 B 20 20

Neznama n musi byt z mnoziny ptirozenych ¢isel, takze rovnice ma pro nas pouze jedno

Ny, =

feSeni, prichdzejici v tvahu
n=11

Takze x je 22. ¢len na levé strané, coZ je jedendcty ¢len posloupnosti tvofené ze sudych ¢lent,

proto
x=a11=a1+10d=6+100=106
Piiklad:
Varianta A
. Vysledek feseni: x = 106
Varianta B

Varianta C
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Piiklady k procviceni:
1.) Reste rovnici s nezndmou x € N:
44+6+8+--+x=270
Reseni: x = 32
2.) Reste rovnici s neznamou x € N:
1+6+11+16+214+26+--+x =970
Reseni: x = 96
3.) Reste nerovnici s neznamou x € N:
3+6+9+12+--+3x =999
Reseni: x € {26;27;28;...}

4.) Urcete soucet vSech piirozenych ¢isel, kterd vyhovuji nerovnici

2 5x — 15
(12x + 5) -5 — 3 < 50(x + 10)

Reseni: x <59 = sgg = 1711
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Aritmeticka posloupnost
Varianta C

V aritmetické posloupnosti zname tieti ¢len a; = 18. Urcete podminku pro diferenci tak, aby

platilo s < 150.

Piiklad:
Vyjadiime soucet prvnich deviti ¢lenti
9
S9 =75 (a; + ao)
Prvni ¢len vyjadiime pomoci tfetiho ¢lenu
a, =a;—2d=18-2d
Devaty ¢len vyjadiime pomoci tfetiho clenu
ag :a3+6d: 18+6d
Dosadime do souctu
9
S =§(18—2d+ 18 + 64d)
Soucet ma byt mensi nebo roven 150
9
5(36 +4d) < 150

9(18 + 2d) <150

50
18 + 2d < —
3
2d <—-—18
2d < i
-3
d< 2
-3
Piiklad:
Varianta A »
Varianta B Vysledek feSeni: d < — =

Varianta C
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Priklady k procviceni:

1.) Tti Cisla, ktera tvofi tii nasledujici ¢leny aritmetické posloupnosti, maji soucet 60 a soucin
7 500. Urcete tato Cisla.

Reseni: 15; 20; 25

2.) Mezi koteny kvadratické rovnice x — 10x + 16 = 0 vlozte &tyfi ¢isla tak, aby spolu

s vypoctenymi koteny vzniklo Sest nasledujicich ¢lenti aritmetické posloupnosti.

Reseni: 2; 3,2; 4,4; 5,6; 6,8; 8

3.) V aritmetické posloupnosti uréete prvni ¢len a diferenci, vite-li, ze plati:ss = 60 A s15 =
170.

Reseni: a, =8,d=2

4.) V aritmetické posloupnosti je prvni ¢len a; = 10 a diference d = —2. Vypocitejte Clen,
ktery je roven jedné Sestiné souctu vSech ¢lent piedchozich.

Reéeni. a4 = 4, a21 = _30
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Geometricka posloupnost

Jde o dalsi specialni typ posloupnosti.
Posloupnost (a,);—; se nazyva geometricka, pravé kdyz existuje takové realné ¢islo g, ze pro
kazdé¢ ptirozené Cislo n je
an+1 = Qn - q
Cislo g se nazyva kvocient geometrické posloupnosti.
Plati tedy pro kazdé n € N, ze

An+1 _
an

V geometrické posloupnosti plati:
ap,=a-q""
a; =a, q° " provsSechnar,s € N
Pro soucet s, prvnich n ¢lenti geometrické posloupnosti (a,),—; s kvocientem q plati:

a) je-liqg = 1, pak

Sp, = nay
b) je-li g # 1, pak
q"—1
Sp = aq q— 1

Vlastnosti geometrickych posloupnosti

Geometricka posloupnost (a,),-; s kvocientem q je
a) rostouci, pravé kdyz a; > 0,g > 1neboa; <0,g<1
b) klesajici, pravé kdyza; > 0; 0 <g<1lneboa,; <0,q>1

Geometricka posloupnost (a,);-; s kvocientem q
a) je omezena, praveé kdyz |q| < 1 neboa; =0

b) je zdola omezen4, ale neni shora omezena, pravé kdyza; > 0,q > 1

c) je shora omezen4, ale neni zdola omezend, pravé kdyza; <0, <1

d) neni omezena ani shora, ani zdola, pravé kdyza; # 0,q < —1
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Geometricka posloupnost
Varianta A

Urcete prvni ¢len a kvocient geometrické posloupnosti, ve které plati:
az . a3 = 9

a2+a3=10

Priklad:

Vyjadiime vSechny ¢leny v soustavé pomoci prvniho ¢lenu

a,=a,*q; az = a, - q°
a dosadime do soustavy
a;-q-a;-q*=9
a,-q+a;-q>*=10
Po Upravée
aiq® =

a,(q+q*) =10

Z druhé rovnice vyjadiime nezndmou a, a dosadime do prvni rovnice
10
a, =
gt g
100 5
—_—_— q =
(g +q*)?

9

Upravime
100 3
- . q = 9
q*(1+q)?

Po zkraceni dostavame
100q = 9(1 + q)?
100g = 9 + 18q + 9q¢>
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Mame kvadratickou rovnici

92 —82q+9=0

82+./(—82)2 —4-9-9 8280
2-9 18

12 =
Uloha ma tedy dvé feseni: q; = %; a; =81 nebog;"=9; a;” = é

Piiklad:
Varianta A

. Yo¥enic 0. = L. g, = '~ 9. g7 =1
Varianta B Vysledek feseni: g, = 5 1= 81 neboq, =9; a;" = 5

Varianta C

Piiklady k procviceni:
1.) Urcete prvni ¢len a kvocient geometrické posloupnosti, ve které plati:
a, =15 A as =40,5
Reseni: a; = 0,5;q = 3
2.) Urcete prvni ¢len a kvocient geometrické posloupnosti, ve které plati:
a, +a, —a, =—110
a, +az; —as =—220
Reseni: a; = 22;q = 2
3.) Urcete prvni ¢len a kvocient geometrické posloupnosti, ve které plati:
ag —a, = 360
a; —as = 144
1

Reseni:a; =3;g=2 Vv a1=—3072;q=5

4.) V geometrické posloupnosti je a; = 64,q = % Kolikaty ¢len je roven cislu % ?

Reseni: 12. ¢len
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Geometricka posloupnost
Varianta B

Vypocitejte soucet prvnich deseti ¢lentt geometrické posloupnosti (a,)y=1, ve které plati:

a1 = 16; az :_4

Piiklad:
Urcime kvocient geometrické posloupnosti jako podil druhého a prvniho ¢lenu
a, —4 1
q =" =
a; 16 4

Nyni miizeme pouzit vzorec pro soucet ¢lenti geometrické posloupnosti

q" —1
Sn =4 q—1
do kterého dosadime
1,10 1048575
— 16 (_Z) -1 — 16 ~ 1048576 _ 64 1048575 _ 209 715
"o 1o 5 5 1048576 16384
4 4
Priklad:
Varianta A ppv—
Varianta B Vysledek feseni: 519 = ———=
Varianta C

Priklady k procviceni:

1.) Vypoditejte soucet prvnich deviti ¢lenti geometrické posloupnosti (a,)s=1, ve které plati:
a,=-8q=1

Reseni: s = —72

2.) Vypodcitejte soucet prvnich jedenacti ¢lent geometrické posloupnosti (a,,)y=1, ve které

plati:
a,=2,q=-2

Reseni: s;; = 1366
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3.) Vypocitejte soucet prvnich deseti ¢lentt geometrické posloupnosti (a,)y=1, ve které plati:
a,=6,q=-1
Reseni: 5,90 = 0

4.) V geometrické posloupnosti zname prvni ¢len a; = 14 a kvocient g = 2. UrCeten € N

64
tak, aby platilo a,, + a,, = 8 200.

Reseni:n = 10
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Geometricka posloupnost
Varianta C

D¢élky hran kvadru tvofti tfi po sob¢ jdouci ¢leny geometrické posloupnosti, soucet délek

viech hran kvadru je 84 cm. Vypocitejte povrch kvadru, vite-li, Ze jeho objem je 64 cm3.

Priklad:

v , v a
Ozna¢me hrany kvédru a, b, ¢ postupné ;2, a,, a,-q.

Objem kvadru je dan vztahem

V=a:b-c

Po dosazeni

a
V=—-a,-a,-q=64 = a,=4cm

Soucet vSech hran kvadru o stranach a, b, ¢ je

x =4a+ 4b + 4c

Po dosazeni
a
x =4;+4a2 +4a,q = 84
Dosadime a, = 4 cm
16
? + 16 + 16g = 84

Po Uprave
16> —68q+16 =0
42 —-17q+4=0

17+/(-17)2 - 4-4-4 17 %15
24 -8

_4. _1
q: = :q2_4

qi2 =
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Hledané délky hran kvadru jsou: 1 cm, 4 cm, 16 cm

Muzeme tedy vypocitat povrch podle vzorce
S =2(ab + ac + bc)
§=2(1-4+1-16+4-16) = 168 cm?

Piiklad:
Varianta A

- Vysledek feSeni: S = 168 cm?
Varianta B

Varianta C

Priklady k procviceni:

1.) Mezi kofeny kvadratické rovnice x? — 10x + 16 = 0 vlozte &tyfi &isla tak, aby spolu

s vypocitanymi koteny vzniklo $est nasledujicich ¢lenti geometrické posloupnosti.

Regeni: 2; 2V/4; 23/16; 43/2;43/8; 8

2.) V geometrické posloupnosti s prvnim ¢lenem a,; = 36 urcete kvocient tak, aby platilo:
s3 < 252

Reseni: g € (—3;2)

3.) V geometrické posloupnosti plati: s = 9s5. Urcete a4, q.

Reseni: a; € R\{0},q = 2

4.) Soucet prvnich tfi ¢lenti geometrické posloupnosti je 38, soucet nasledujicich tii ¢leni této

posloupnosti je %. Vypocitejte a4, q, S.

. 2 1330
Reseni: a; = 18,q = 356 =
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Limita posloupnosti

Pojem limita posloupnosti je dosti naro¢ny, proto si ho objasnime nejprve na piikladu:

oy e Ml . o 1 .
Vypiste prvnich Sest ¢lenti posloupnosti (@, )=y , @p = (1" * 5. T 2 avyznacte jejich
obrazy v soustav¢ soutradnic.

Ur¢ime prvnich Sest ¢lentt dosazenim do ptedpisu posloupnosti za n.
9 21 29 41 49 61

QG =5 2= BT 5 4T 500 45 =550 A6 = 35
an
2110 41/20 61/30
=
2 i * * = %
95 20115 49/25
x
1
1 3 4 5 6 n

Z obrazku vidime, Ze prvnich Sest ¢lent posloupnosti (a, )n=; se stale vice ptiblizuje Cislu 2.
Lze fici, Ze se postupné zmensuje vzdalenost obrazu ¢lenti posloupnosti od Cisla 2.

Vypocitame si |a, — 2| pro prvnich Sest ¢lent posloupnosti:

oy —2l = ¢ las— 2] = o
1

|a2—2|=ﬁ |a5—2|=%
1

|a3_2|=E |a6_2|=%



o < o Ay : 1
Pokusme se dokazat, ze pro vSechna pfirozena ¢islan > 7 je |a,, — 2| < -

1 1 1
an=(—1)"-§+2 = an—2=(—1)"-§ = |an—2|=§

Vypocitame tedy vSechna n € N, pro ktera plati |a,, — 2| < %

Tedy

! < ! > 6
—<— >
5n 30

y o o : 1
Pro vSechna pfirozena ¢islan > 7 je |a,, — 2| < v

s “r 1 L1 Y 10— s L xs
Zkusme zvolit jesté¢ mensi ¢islo nez 3o» api. 10™*, a pokusme se najit ptirozené &islo ng

takové, aby pro viechna piirozena ¢isla n > n, platilo |a,, — 2| < 107%.

la, — 2| < 107*

1
— < 107*
5n

5n > 10000
n > 2000

To znamena, Ze podminka je splnéna od 2 001. ¢lenu.

Je tedy ziejmé, Ze at’ zvolime jakékoliv kladné realné ¢islo €, vZdy najdeme takové ng € N, ze
pro vSechna n > ny je |a, — 2| < €.

X1 x v 1 . PR ;o
Rikame, ze posloupnost (a,)p=1 , ap = (=1)™ - = 1 2 je konvergentni a Cislo 2 nazyvame

limita této posloupnosti. Zapisujeme

1
lim |(—1)" - —+2| =2
n—co 5n

Rikame, Ze posloupnost (a,)>_, je konvergentni, pravé kdyz existuje ¢islo a € R takové, Ze
plati: Ke kazdému ¢ > 0 existuje ny € N tak, Ze pro vSechna pfirozena ¢islan = ng je

la, —al < e.

Cislo a se nazyva limita posloupnosti (a,)%; .

Zapisujeme

lima, =a
n—-oo

(¢teme: limita a,, pro n jdouci k nekonecnu je rovna a).

Posloupnosti, které nejsou konvergentni, se nazyvaji divergentni.
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Definici limity mizeme vyslovit také takto:
Cislo a se nazyva limita posloupnosti (a,)%-, , pravé kdyz ke kazdému kladnému &islu &

existuje ny € N tak, Ze pro vSechna pfirozena ¢isla n > n, plati |a, — a| < €.

Definici konvergence posloupnosti miizeme zapsat také takto:
Rikame, e posloupnost (a,,)%-; je konvergentni, pravé kdyz existuje &islo a € R takové, Ze
plati: Ke kazdému € > 0 existuje ny € N tak, Ze pro vSechna pfirozena ¢islan = ng je

a, € (a—¢ a+e).

Kazda posloupnost mé nejvySe jednu limitu.

Kazda konvergentni posloupnost je omezena.

Véty o limitach posloupnosti

1.) Jestlize posloupnosti (a,)p=1 » (bn)n=1 jsou konvergentni a ptitom

lima, =a,lim b, =b

n—oo n—oo
pak je konvergentni i posloupnost (a, + b,)n=, a plati:

lim(a, + b,) = lima, + lim b, =a+b>b
n—->oo n—->oo n—->oo

2.) Jestlize posloupnost (a,)n=, je konvergentni a (b,)n=; je divergentni, pak je divergentni

i posloupnost (a, + b, )p=1.

3.) Jsou-li (ay)m=1, (by)m=1 konvergentni posloupnosti, a plati

lima, =a,limb, =b

n—-oo n—-oo
pak je konvergentni i posloupnost (a,, - b,)n=; a plati:

lim(a,-b,) = lima,-limb,=a-b
n—-oo n—-oo

n—-oo



4.) Jestlize posloupnosti (a,)meq » (by)m=q jsou konvergentni a pfitom
lima, =a,limb,=»b
n—->oo n—->oo
pak je konvergentni i posloupnost (a, + b,)m=4 a plati:
lim(a, — b,) =lima, — limb,=a—»b
n—-oo n—-oo n—oo
5.) Je-li posloupnost (a,),-; konvergentni a plati

lim a, =a

n—-oo

Posloupnosti

pak je konvergentni i posloupnost (¢ - a,)m=1, kde c je libovolné realné ¢islo a plati

limc-a,=c-lima,=c-a
n—-oo n—-oo
6.) Jsou-li (a,)m=1, (bn)m=1 konvergentni posloupnosti, a plati

lima, =a,lim b, =b
n—oo

n—oo

a pfitom b # 0 a b, # 0 pro vSechnan € N, pak je konvergentni i posloupnost (%) a

n n=1

plati:
fim 4 _ o _a
n-wb, limb, b
n—-oo

o)

7.) Plati, ze (i) je konvergentni posloupnost a
=1

n
1

lim—=0
n-on

Konvergence aritmetickych a gseometrickvch posloupnosti

Aritmeticka posloupnost

Aritmetické posloupnosti s diferenci d = 0 jsou konvergentni, aritmetické posloupnosti

s diferenci d # 0 nejsou omezené, proto jsou divergentni.

Geometrickd posloupnost

27
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Geometrické posloupnost, ve které je |q| > 1, neni omezend, a proto neni konvergentni.

Geometricka posloupnost s kvocientem g = 1 je konvergentni, jeji limita je a;. Geometricka

posloupnost, ve které je |g| < 1, je konvergentni a jeji limita je 0.

Nevlastni limita posloupnosti

Rikame, Ze posloupnost (a, )s=; ma nevlastni limitu plus nekone¢no, pravé kdyz pro kazdé
redlné Cislo K existuje ny € N takové, ze pro vSechna pfirozena Cislan > n, je a, > K.

Zapisujeme

lim a,, = +o

n—-oo

Rikame, Ze posloupnost (a,)n=; ma nevlastni limitu minus nekone¢no, pravé kdyz pro
kazdé reédlné Cislo L existuje ny € N takové, ze pro vSechna piirozend Cislan = n, je a,, < L.

Zapisujeme

lim a,, = —
n—-oo

Posloupnosti, které maji nevlastni limitu +o0 nebo —oo, nepatii mezi konvergentni
posloupnosti; jsou to posloupnosti divergentni. Pokud tedy pouzivame pojem limita, méme

vzdy na mysli viastni limitu.

Pro kazdou posloupnost (a, )=, nastane pravé jeden z téchto piipadi:

1.) Posloupnost je konvergentni a jeji limitou je n¢jaké redlné Cislo a:

lima, =a
n—-oo

2.) Posloupnost je divergentni a ma nevlastni limitu +oo:

lim a, = +o

n—->oo
3.) Posloupnost je divergentni a ma nevlastni limitu —oo:

lim a, = —
n—-oo

4.) Posloupnost je divergentni a pfitom nema ani nevlastni limitu +oo,

ani nevlastni limitu —oo.
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Limita posloupnosti

Varianta A

Je dana posloupnost (a,)%; , @y = —

a) vypiste prvnich devét Clenti této posloupnosti
b) dokazte, ze pro vSechnan € N je a, € (—1; 2).
c) ovéite, Ze pro vSechna pfirozena ¢islan = 10 je |a, + 1| < %

d) je-1i posloupnost konvergentni, urcete jeji limitu

Piiklad:

2 1 4 5

1 1
Aa;=2;a,==;a3=0,a4=—-;a5=—-;a5=—-;0;, =—=;Ag=—=; Qg = — =
2 4 5

2 7 8
b) Zt>-1 A EE<2
3—m>-n A 3—n<2n

3>0 An=1 CBD

o [=2+1]<2
n 2
3—-n+n 1
n | <3
3 1
z| <3
n>=ao CBD
d)
_ %—% %—1 lim%—liml 0—-1
. BT T _ n—ooo n—-oo _ _
pm — == lim S = im e = e 1 !
n n—00
Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C

29

2
3
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Priklady k procviceni:

1.) Je dana posloupnost (a,)peq , Gy = # Posloupnost je konvergentni, jeji limita je 1.
Zvolte € = 1 a urCete vSechnan € N, pro ktera plati |a,, — 1| < e.

Reseni: Vn € N

2.) J ¢ dana posloupnost (a,)m=q1 , Qp = % Posloupnost je konvergentni, jeji limita je 1.
Zvolte € = 0,5 a urcete v8echna n € N, pro ktera plati |a,, — 1| < €.

Reseni: n > 1

3.) J e dana posloupnost (a,)meq , Ay = % Posloupnost je konvergentni, jeji limita je 1.
Zvolte ¢ = 5+ 1072 a urcete vSechna n € N, pro kterd plati |a,, — 1| < ¢.

Reseni: n > 19

. o D LI y ” oy .
4.) Je dana posloupnost (a,)neq, Gy = %. Ovétte, Ze pro vSechna piirozena ¢islan > 10 je

la,| < 0,2.

R I ! 2 1
Resent: |—| <02 = |—| <= => n>10
0,5n n 5
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Limita posloupnosti
Varianta B

Rozhodnéte, které z posloupnosti jsou konvergentni a urcete jejich limity.

5n—-3\% n? \% 3n2+5n-7\" sn3-8nZ+6n\"
a)( n? )n=1 b) (5n—3)n=1 C)( 2n2+6n )n=1 d)( 7n*+3n )nzl
Piiklad:
a) posloupnost je konvergentni
c 3 5 3
n— nT Tz
lim — = lim L_n"_p
n—oo n n—oo 1
b) posloupnost je divergentni
¢) posloupnost je konvergentni
5 7
. 3n?+5n-7  3ty—-3 3
lim—— = lim———=* = —
noow  2n? 4+ 6n noe g +§ 2
n
d) posloupnost je konvergentni
5 8,6
5n3 — 8n? + 6n nTETeE
lim = lim =0
noo  7n*+ 3n noeo o 3
n3

Piiklad:
Varianta A

, v oxor 3
Varianta B Vysledek feseni:a) K; 0. b) D. ¢) K; e d) K; 0.

Varianta C
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Priklady k procviceni:
1.) Vypocitejte:

Reseni: 3

2.) Vypocitejte:

Reseni: 0

3.) Vypocitejte:

Reseni: 0

4.) Vypocitejte:

Reseni: —4

lim (= — 4
CACED
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Limita posloupnosti

Varianta C
Vypocitejte:
I 1+2+--+n
nl—r>{>lo 2n% —3
Piiklad:
V citateli mame aritmetickou posloupnost s diferenci d = 1, takze ur¢ime jeji soucet.
n
sp==1+n)
2
Dosadime do citatele
n 1
51 +n) n+n?  ptl 1
= = m = —
now 2nZ—3 nowdn?—6 now, 6 4

Piiklad:
Varianta A

, R |
Varianta B Vysledek feseni: "

Varianta C

Priklady k procviceni:
1.) Vypocitejte:

tm n(3n —2)
n-o (1 —=n)(2 +n)
Reseni: —3
2.) Vypocitejte:
i (Zn — 1)3
n-co \n3 + 2

Reseni: 0
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3.)Vypocitejte:

o, 1
Resem:;

4.) Vypocitejte:

. n+1\*
e 2n5 + 3n

|
Reseni: —
16
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Nekoneéna geometricka rada

Je dana geometricka posloupnost (a,,)5, pro jejiz koeficient g plati |g| < 1. Vytvoime
posloupnost (s,,)7° ¢asteénych soudti:
S1 =4
S, =a,+a,
S3=a,+a,+as

S4=a1+a2+a3+a4

Sp =ay +a, +--a,

Lze dokazat, Ze tato posloupnost je konvergentni.

Je-li (a,,)n=1 geometricka posloupnost, pro jejiz kvocient q plati |q| < 1, pak posloupnost

(Sn=1, Sp = a; +a, + -+ a, je konvergentni a plati

a,

gl_r;f)losnzl_q.

Diitkaz:
Protoze |q| < 1, je posloupnost (q™),-,; konvergentni a jeji limita je 0. Vypocitime tedy
limitu posloupnosti (S, )pe1-

a;
1_

qn_l_ aq (

a
-1 g-1 limq”—liml)z ! -(0-1) =

lim s, = lim a4 -
n—oo n—-oo n-oo q-— 1

n—-oo

Nekonecnou geometrickou fadou se nazyva symbol

ay+ay+ e+ ay + o

oo
n=1

a ¢teme ,, suma a,, od n rovno jedné do nekonecna“.

ktery se zapisuje téz ve tvaru

Pokud je posloupnost (s,,)m=, konvergentni, fikame, Ze nekone¢na fada a, + a, + -+ + a,, +
-+ je konvergentni, a limitu nazyvame soucet nekoneéné fady. Jestlize posloupnost (s,)n=1 je

divergentni, fikame, ze nekonecna fada je divergentni.
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Je-li nekonec¢na fada konvergentni a je-li jeji soucet roven s, pak zapisujeme

oo}

n=1

Symbolem sumy tedy oznac¢ujeme nejen nekonecnou fadu, ale také jeji soucet, pokud existuje.

oo
Z an’
n=1

ve které a; # 0, je konvergentni, pravé kdyz pro jeji kvocient q plati |q| < 1.

Nekonecna geometricka fada

Pro soucet konvergentni nekone¢né geometrické fady plati
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Nekoneéna geometricka rada
Varianta A

Periodické ¢&islo 5,487 zapiste zlomkem v zakladnim tvaru.

Piiklad:

Cislo 5,487 mizeme zapsat ve tvaru:
54-1071+87-1073+87-107°+87-1077 ...

Uvazujme tedy nekone¢nou geometrickou fadu

87-1073+87-107>+87-1077 ...

Z 87-102n"1
n=1

Jde o nekone&nou geometrickou fadu s kvocientem g = 1072, Tato fada je konvergentni

¢ili fadu

(Ig] < 1) ajeji soucet

3 87
. a, :87-10 :1000287
1-q 1-1072 99 990
100

Takze &islo 5,487 miizeme zapsat ve tvaru

54+ 87 5433 1811
10 990 990 330

Piiklad:
Varianta A

1811
) Vysledek feseni;: ——
Varianta B y 330

Varianta C
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Priklady k procviceni:
1.) Periodické &islo 0; 8 zapiste zlomkem v zédkladnim tvaru.
Regent: 2

9
2.) Periodické ¢islo 0,370 zapiste zlomkem v zdkladnim tvaru.
Regeni: 22

999
3.) Periodické &islo 1,032 zapiste zlomkem v zakladnim tvaru.
Reseni: 2=

495
4.) Periodické &islo 25,67 zapiste zlomkem v zakladnim tvaru.

N , 2311
Reseni: ——
90
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Nekoneéna geometricka rada
Varianta B

Urcete, pro kterd x € R je nekonecna geometrickd fada konvergentni a potom urcete jeji

> Gt ayr
n=1

soucet.

Piiklad:
Radu mtizeme rozepsat

X+ T+ +H P+ +4) 7T+
Kvocient tedy je

q=(x+4)‘3=;
(x + 4)3

Aby byla fada konvergentni, musi platit |q| < 1.

<1

[

Najdeme nulovy bod absolutni hodnoty = x = —4

1.) V intervalu (—oo; —4) je vyraz v absolutni hodnoté zaporny, takze feSime nerovnici

! <
(x+4)3

Jmenovatel na levé strané je zaporny, takZe pfi vynasobeni nerovnice timto jmenovatelem

1

musime zménit znaménko nerovnosti
—1>(x+4)3
—-1>x+4 = x<-5 = x€(—w; -5)

2.) Vintervalu (—4; o) je vyraz v absolutni hodnot¢ kladny, takze feSime nerovnici
! <
(x+4)3

Jmenovatel na levé strané je kladny, takze pfi vynasobeni nerovnice timto jmenovatelem

1

neménime znaménko nerovnosti
1< (x+4)3
1<x+4 = x>-3 = x€(-3; o)
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Rada je tedy konvergentni pro x € (—oo; —5) U ( —3; o).

Pak miizeme urcit jeji soucet

1 2
g= M x+4d (G +4)
(x + 4)3

Priklad:
Varianta A 2

’ ¥ X 1. . . : = —(x+4)
Varianta B Vysledek feseni: x € (—o0; —=5) U (—3; 00); 5 = Gt 41
Varianta C

Piiklady k procviceni:
1.) Urcete, pro kterd x € R je nekonecna geometricka fada konvergentni a potom urcete jeji
soucet.

2 +4x 4+ 8x% + 16x3 + -

X, 11
Resem:xe(—z;z);s=

2
1-2x

2.) Urcete, pro kterd x € R je nekonecna geometrickd fada konvergentni a potom urcete jeji

i (1-2x)"

soucet.

1-2x

Reseni: x € (0;1);s =
2x

3.) Urcete, pro kterd x € R je nekonecnd geometricka fada konvergentni a potom urcete jeji

soucet.
Z(Zlogx + 3)"
n=1
Regeni: x € (0,01;01); s = — 2logx+3
2logx+2

4.) Reste rovnici s neznamou x € R
1+ 3x+9x%+-- =10

Reseni: x = 0,3
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Nekoneéna geometricka rada
Varianta C

Nad vyskou rovnostranného trojiihelnika ABC je sestrojen rovnostranny trojuhelnik 4, B; C;,
nad jeho vyskou je sestrojen rovnostranny trojuhelnik A,B,C, atd. Postup se stale opakuje.

Jak velky je soucet obsaht vSech trojuhelnikti, ma-li strana trojihelnika ABC délku a?

Piiklad:

Vyska v trojuhelniku ABC je

Obsah tohoto trojuhelniku tedy je

Vyska v trojuhelniku A, B, C; je

4 16 4
Obsah tohoto trojuhelniku je
V3  3a
. - - @7 3V3a?
272 16
Ur¢ime kvocient jako podil obsahti
3v3a?
2__16 _°
Sl '\/§a2 4’
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Pak soucet tady je

S LG
s=—2 =—% __ 342
1-q 4_ 3
4
Piiklad:
Varianta A
. Yagenf @ — 2
Varianta B Vysledek feseni: s = v/3a
Varianta C

Piiklady k procviceni:

1.) Do ¢tverce o délce strany d je vepsana kruznice, do ni je znovu vepsan ¢tverec, do tohoto
ctverce je vepsana opét kruznice atd. Vypocitejte soucet obsahti vSech takto ziskanych
ctverca.

Reseni: s = 2d?

2.) Vypocitejte délku ,,nekonecné* spiraly, ktera vznikne spojenim bodt A4, A,, Az, Ay, ...
¢tvrtkruznicemi. Stied prvni ¢tvrtkruznice je v bodé S, [0; 0], krajni body jsou

A;[—4;0]; A,[0;4]. Stied druhé ¢tvrtkruznice je v bodé S, [0; 2], krajni body jsou

A,[0; 4], A3[2; 2]. Stied tieti ¢tvrtkruznice je v bod¢ S5[1; 2], krajni body jsou

A5[2;2]; ALl 1]. Stied Etvrté Etvrtkruznice je v bodé S,[1; 1,5], krajni body jsou

A,[1;1]; As[0,5;1,5]. Tento postup stale opakujeme.

Reseni: s = 47

3.) Vypocitejte délku ,,nekonecné* lomené Cary, ktera se sklada z usecek

B;B,, B,B3, B3B,, B4 Bs, .... Soutadnice krajnich bodu usecek jsou

B;[1;0]; B,[1;1]; B3[0;1]; B,[0;0,5]; Bs[0,5;0,5]; B4¢[0,5;0,75]; B,[0,25;0,75]; Bg[0,25;0,625] ...
Reseni: s = 4

4.) V daném rovnostranném trojuhelniku ABC o strané a = 6 cm sestrojte kolmici z vrcholu
C na stranu AB, patu kolmice oznacte B;. Bodem B; ved’te rovnobé&zku se stranou AC,
prusecik této rovnobézky se stranou BC oznacte C;. Patu kolmice z bodu C; na stranu AB
oznacte B,, prusecik strany BC a rovnobézky se stranou AC vedené bodem B, oznacte C,.
Patu kolmice z bodu C, na stranu AB oznacte Bs, prusecik strany BC a rovnobézky s AC
vedené bodem B; oznacte Cs. Tento postup stale opakujte. Vypocitejte délku ,,nekone¢né*
lomené ¢ary ACB;C;B,C,B5C;5..., kterd vznikne uvedenym zpiisobem.

Reseni: 12 + 6V3



