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1 Prehled pouzité symboliky
N=1{1,2,3,...} mnozina vSech piirozenych ¢isel

Ny =NuU {0}

Z=1{0,1,—-1,2,—2,...} mnozina vSech celych ¢isel
Q=A{p/¢;p,q € Z,q # 0} mnozina vsech raciondlnich ¢isel
R mnozina vSech redlnych cisel

R* mnozina vSech realnych kladnych cisel
C={x+1wy;z,y € R} mnozina vsech komplexnich ¢isel
{},© prazdna mnozina

a € M a je prvek mnoziny M

a ¢ M a neni prvek mnoziny M

{r € M;v(x)} mnozina vSech prvku mnoziny M s vlastnosti v
P A Q@ konjunkce vyroku P, Q)

PV (@Q disjunkce vyroku P, Q

P =@ P implikuje @

P < @  ekvivalence vyroku P a @)

vV  obecny kvantifikdtor (kazdy...)

3 existencéni kvantifikdtor (existuje...)

McCN M jepodmnozina N

M=N (MCN)ANCM); Mserovni N
MUN  {z;2 € MV e N} - sjednoceni mnozin
MNON {z;z € M Az € N} — prunik mnozin

M-N {zx;zeMArzgN}

Alaq; ag;asz]  bod o souradnicich aq, as, as

U = (up;uz) vektor o slozkach wuy, us

|AB| vzdalenost bodu A, B; velikost usecky AB

lal,|z| absolutni hodnota redlného resp. komplexniho ¢isla
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2 Zakladni pojmy matematické logiky a teorie mnozin

2.1 Elementy matematické logiky

Vyrok je vyslovena nebo napsand myslenka, ktera sdéluje néco, co muze byt pouze prav-
divé, nebo nepravdivé. Jednoduché vyroky oznacujeme velkymi pismeny, napi. A, B, V, ... .
Pomoci logickych spojek dostavame slozené vyroky.
Nejdulezitejsi jsou:
A (nonA; A’; —A;...) negace vyroku A (neni pravda, ze A)
A A B konjunkce (A a zaroven B)
AV B disjunkce (A nebo B; plati alespon jeden)
A = B implikace (jestlize A, pak B; z A plyne B)
A & B ekvivalence (A plati tehdy a jen tehdy, kdyz plati B;
A plati prave tehdy, kdyz plati B)

Kvantifikované vyroky jsou vyroky, udavajici pocet:

YV obecny kvantifikator (¢teme: ke kazdému, pro kazdé, pro vSechna) vyjadiujici, ze
kazdy (vsichni, libovolny, kterykoliv) uvazovany objekt ma - nebo neméd - pozadovanou
vlastnost.

3 existen¢ni kvantifikator (¢teme: existuje alespon jeden) vyjadiuje, ze nékteré (ale-
spon jeden, nékteri, lze nalézt, existuje,...) objekty maji vlastnost, o kterou jde.

Piiklad 2.1 Vijrok A je "rok md 13 mésici” a vijrok B je "2 x 2 = 4.” Utvorte A, AV
B,ANB,A= B,A < B a rozhodnéte, jsou - li pravdivé nebo nepravdivé.

Reseni:

A : 7rok nemd 18 mésici”, pravdivy vijrok

AV B : 7rok md 18 mésicu nebo 2 x 2 =47, pravdivy vyrok

AN B : 7rok md 13 mésici a 2 X 2 =4" , nepravdivy vyrok

A= B: 7 md-li rok 13 mésici, pak 2 x 2 =47, pravdivy

A< B: 7rok md 13 mésicu, prdve tehdy, je-li 2 x 2 = 4, nepravdivy vijrok

Priklad 2.2 Vyslovte negact vijroku A:

a) Viechny koteny mnohoclenu jsou rovny nule.
b) Ne vsechna redlnd éisla jsou kladnd.

c)2< -7

d) Levnd vijroba proudu.

Reseni:

a) Alesponi jeden koren mnohoclenu je nenulovy;
b) Vsechna redlnd c¢isla jsou kladnd;

c)2>—T,

d) mneni vjrok



Matematicky seminaf 6

Priklad 2.3 Vyrok A 7cislo a je delitelné osmi”, vyrok B 7cislo a je délitelné dvéma”.
Formulujte A = B, a rozhodnéte zda je pravdivy.

Resent:
Je-li ¢islo a délitelné osmi, pak je délitelné dvéema. Pravdivd implikace

2.2 Zakladni operace s mnozinami

Mnozinou rozumime souhrn libovolnych, navzajem ruznych objektu, které maji urcitou
vlastnost. Zakladni operace s mnozinami :

ACB inkluze mnozin A, B
A=8 rovnost mnozin A, B
AUB sjednoceni mnozin
ANB prunik mnozin

A—-B rozdil mnozin (A \ B)

Aj doplnék mnoziny A v mnoziné B
Ptipominame jeste intervaly, jejich nézvy, znazornéni na ¢iselné ose:

uzavieny interval (a;b) = {r € R;a < x < b} e

o—
otevieny interval (a;b) = {x € R;a < x < b} -5 o
polootevieny interval (a;b) = {x € R;a < 2 < b} -5 .
(polouzavieny) (a;0) ={r e Rja < x < b} e &

neomezeny interval (a;00) = {z € Rja <z} —e
(a;00) ={xr € R; a <z} -0
(—o00;b) = {z € Ryz < b}
(—o0;b) = {x € R;z < b}

oboustranné neomezeny interval (—oo;00) =R

Priiklad 2.4 M je mnoZina vsech sudych cisel, P mnozina vsech lichiych cisel, kterd
nejsou délitelna tremi, R mnozina vSech cisel, kterd jsou délitelnd tremi. Urcete M N

R MUPUR,PNR.

Reseni:
MUPUR=Z
MNR mnoZina vsech celych cisel délitelnych sesti

PAR=1{)}
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Priklad 2.5 M je mnoZina vsech sudijch prirozengjch cisel mensich deseti. Najdéte vsechny
jegi podmmnoziny.

Resent:

M ={2,4,6,8}

jednoprvkové {2}, {4}, {6}, {8}

dvouprvkové {2,4},{2,6},{2,8},{4,6}, {4, 8}, {6, 8}

trojprvkové {2,4,6},{2,4, 8}, {4,6,8},{2,6, 8}

ctyrprokové {2, 4,6,8}

mnozina prazdnd

2.3 Axiomy, definice, véty a dukazy

Zakladem logické vystavby matematiky je soubor axiomd, t.j. matematickych vyroku,
které se povazuji za pravdivé a nedokazuji se. K zavedeni novych pojmu slouzi definice,
ktera stanovi nazev pojmu a urci jeho zakladni vlastnosti. Véta v matematice je pravdivy
vyrok, ktery musime logicky odvodit - dokazat - z axiomu, definic a diive dokézanych
vét. Podle pouzitych postupu rozliSujeme dukaz primy, nepiimy, dukaz sporem, dukaz
matematickou indukei.

Priklad 2.6 Véta: Soucin dvou libovolnych sudyjch ¢isel je délitelny ctyrmi.

Dikaz primy:
Jde o soucin 21 -2k = 41k (I, k € Z) a to bylo dokdzat.

Priklad 2.7 Véta: Necht rovnice ax® + bz + ¢ = 0 md celociselné koeficienty, a # 0,b je
¢islo liché. Dokaztle, Ze rovnice nemuze mit dvojndsobny koren.

Dikaz sporem:

Predpokladdame, Ze rovnice md dvojnasobny koren. Pak diskriminant je nulovy. Vime, Ze
b=2k+1, k € Z. Tedy D = (2k + 1)> — 4ac = 0 = 4k*> + 4k + 1 = 4ac. Na levé
strané rovnice je liché c¢islo, na pravé strané sudé a to je spor. Neplati tedy predpoklad, Ze
kvadratickd rovnice md za dangch podminek dvojndsobny koten.

Piiklad 2.8 Matematickou indukci dokazte, Ze soucet ctvercu prvnich n prirozenych
cisel je roven S, = sn(n+1)(2n + 1).

Dikaz:

Matematickou indukci dokazujeme vyrok V(n) tak, Ze nejprve dokdzZeme platnost V(a),
kde a je nejmensi prirozené cislo pro danou ilohu. Pak predpokladdme platnost V(n) a
ukdzeme platnost implikace V(n) = V(n+ 1). Pak V(n) plati pro vsechna n.

V nasem pripadé:

V(1): 8 =¢-1-2-3=1, coZ odpovidd Sy = 12.

Predpokldddme V(n) : S, = gn(n+1)(2n +1).

Pocitime V(n +1) : Sm+1) = Sm) + (n+1)> = tn(n+1)2n + 1) + (n + 1)* =
t(n+1)(2n* +Tn +6) = :(n+ 1)(n + 2)(2n + 3).
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Piiklad 2.9 Necht mnozina M je mnozina vsech tesent rovnice cos 5t = 0, mnozina N
je mnozina viech tesend rovnice sintx = 0. Najdéte MUN, MNN.

[MUN =7Z; MNN = kladnd a zdpornd lichd éisla |
Piiklad 2.10 Najdéte sjednoceni a prunik intervali:
a) (2;3) a (=1;00)
b) (—o0;3) a (—8;15)

[a) (=1;00),(2;3) b) (—00;15), (=8;3)]

Priiklad 2.11 Primym dikazem dokazte:
a) Zvétsi-li se ¢éislo a o x, zvétsi se jeho druhd mocnina o x(2a + x).
b) Zvétsi-li se ¢islo x o h, zvétsi se jeho dekadicky logaritmus o log (14 2).
c¢) Soucet dvou ¢isel lichych je sudé ¢islo.
Piiklad 2.12 Sporem dokazte:
a) Rovnice ax = b, kde a # 0, md jediné resend.
b) V kazdém trojuhelniku lezi proti stejnym dhlim stejné strany.
Priklad 2.13 Metodou matematické indukce dokazte:
a)14+34+3"+...+3"=3(3"-1)
b)1-2+2-34+...+n(n+1)=3n(n+1)(n+2)
)12 +3+524+. . +(2n—1)*=3n(2n—1)(2n + 1)
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3 Vektorova algebra a analyticka geometrie

3.1 Zakladni operace s vektory

Vektorem nazyvame mnozinu vSech souhlasné orientovanych tsecek téze velikosti.
Je-li @ = AB libovolny nenulovy vektor s po¢atecnim bodem Alaq;as;as] a koncovym
bodem Blby; by; bs], pak souradnice vektoru u jsou:

uy = by — ay, usy = by — as, uz = by — as.
Zapisujeme u(uy; ug; usz).
Je-li A = B, pak dostavame vektor nulovy 0(0; 0;0).
U vektoru v roviné vypustime treti souradnici.

Pro vektory u(uy;ug;us) a v(vy; vo; v3) zavadime:

velikost vektoru |d| = \/u? + u3 + u}

rovnost vektoru U=0U < (up =v1)A (ug = v2) A (uz = v3)
soucet vektoru U+ 0 =1u= (ug + vi;us + vo; uz + v3)
rozdil vektoru U— U= = (u; — vy;us — Vg5 ug — V3)

opacny vektor k o —U = (—uy; —ug; —ug)
k-nasobek vektoru ki = (kuy; kug; kug), k € Ryk#0

skalarni sou¢in U+ U = ULV + Uals + UsV3

u-v
s (0;2m)
- |7

thel ¢ dvou vektori cosp = 5
U

3.2 Primka v roviné
Pirimka p v roviné:

Je-li pfimka p ur¢ena bodem Alaq; as] a nenulovym smérovym vektorem §(s;; s2) jsou jeji
parametrické rovnice

r=a;+1ts,y=as+tsy, t € R.

Budeme pouzivat i zkraceny zéapis p = {[a1 +ts1; a2 +1s2], t € R}. Vyloucenim parametru
t z parametrickych rovnic dostaneme obecnou rovnici ptimky

p=ar+by+c=0.

Je-li v této rovnici b # 0, 1ze najit smérnicovy tvar p=y=kr+q; k,q € R.
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Vzdélenost bodu M [xg;yo| od pfimky p=ax+ by+ c=0 je ddna

_ laxo + byo + ¢
Vaz+u2

Pro odchylku dvou primek p; = aix +biy+ ¢ =0 a py = asx + bey + o = 0 lze
odvodit

d(M, p)

aias + b1b
|2 : 22 122| 2’ < <0;
Va? + b3 ak + b2
Jsou-li piimky p; a po kolmé, pak pro jejich smérnice ki a ko plati kq - ko = —1.

.

cos p = 5

Piiklad 3.1 Primka je urcena body A[6; —1], B[2;3]. Najdéte vsechny tvary rovnice této
primky.

Reseni:
Smeérovy vektor této primky je § = (—4;4). Parametrické rovnice tedy jsou

r=06—4t, y=—1+4t te R

Sectenim téchto rovnic a vyloucenim parametru t dostaneme obecnou rovnici

r+y—>5=0.

Jednoduchou upravou dostavdame

+2=1,

(SIS

x
5
pripomindame timto usekovy tvar rovnice primky. Useky, které primka vytind na soutadnicovijch
osach jsou stejné a rovny péti.
Z obecného tvaru odvodime smérnicovy

y=—x+5.

Vidime, Ze smérnice k = —1, uhel primky s kladnym smérem osy x je o = ?jf.

Piiklad 3.2 V trojuhelniku ABC, kde A[7;8], B[5; —2|, C[—3; —6|, urcete velikost vysky
Ve @ napiste rovnici primky, na niz lezi vyska v,.

Reseni:

ng§kcz v, md velikost rovnou vzddalenosti bodu A od primky p, na niz lezi strana BC.

Je BC =C — B=(-8;—4).

Parametrické rovnice primky p jsou:
r=-3—8t y=—6—4t.
Odtud obecnd rovnice v — 2y — 9 = 0. Tedy

1 7-2-8-9] 185
- Vi+d 5

d(A, p)
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Smérnicovd rovnice primky p jey = 5 — %, smérnice vysky v, je tedy
1
k=—3=-2
2
Rovnice primky rovnobéeiné s vyskou pak je y = —2x + q a posunuti q dostaneme z

podminky, Ze vijska v, bodem A prochdzi, tedy 8 = =2 -7+ q = q = 22.
Je tedy —2x + 22 =y rovnice primky na niz vyska v, leZi.
Piiklad 3.3 Urcete odchylku primek

pp=3r—2y+10=0ap,=dr+y—13=0.

Reseni:
|laas + by byl 13-5—2-1] |13] V2 7r
Je cosp = = = = —, tedy p = —.
VA + 03/ a3+ VI+4/25+1  VI13V26 2 4

3.3 Primka v prostoru a rovnice roviny
Pirimka p v prostoru:

Je-li pfimka p uréena bodem Ala;;as;as] a nenulovym smérovym vektorem §(sq; sq; S3)
jsou jeji parametrické rovnice

r=ay;+1ts1, y=as+tsy, 2z =ag+1ts3, t € R.
Zkraceny zapis p = {[a1 + ts1; ag + tsq; a3 + ts3], t € R}.
Piimku v prostoru lze také zadat jako prusecnici dvou ruznobéznych rovin.
Rovina p v prostoru:

Je-li rovina g urcena bodem Alaj;ag;as] a dvéma nenulovymi, nekolinedrnimi vektory
U(ug; ug; us) a U(vy; va;v3) jsou jeji parametricka rovnice

r=ay+tuy +1rv,y = ag +tus + rvg, 2 = az + tug +rus, t,r € R.
Zkraceny zapis 0 = {[a1 + tuy + rvy; as + tus + rvg; ag + tug + rvs), t,r € R}.

Vylou¢enim parametru ¢, r z parametrickych rovnic dostaneme obecnou (normélovou)
rovnici roviny p ve tvaru
ar +by+cz+d=0,

kde alespon jeden z koeficientu a, b, ¢ je nenulovy.
Vektor 7i(a; b; ¢) je normalovy vektor roviny o.

Vzdélenost bodu X|[zo; yo; 20] od roviny o je

. |a:z:0 + byo + czo + d‘

o= re



Matematicky seminaf 12

Piiklad 3.4 Najdéte rovnici roviny o, kterd prochdzi bodem A[5; —1;0] a md normdlovy
vektor n(—1;1;2).

Reseni:
Souradnice normdlového vektoru jsou koeficienty a, b, c v obecné rovnici roviny. Tedy

o=—-r+y+22+d=0.
Bod A lezi v roviné, potom —5—1+0z4+d=0 = d =06.

=-—r+y+22+6=0

Piiklad 3.5 Rowvina ¢ je urcena body A[4;0;3], Bl4;1;5], C[1;2; —3]. Najdéte paramet-
rické vyjddrent a obecnou (normdlovou) rovnici o.

Resent:
Je AB = (0;1;2), AC = (—3;2; —6). Pak parametrické rovnice roviny o jsou

r=44+0t—-3r, y=0+t+2r, 2=34+2t—6r, t,r € R.

Vyloucenim parametri t,r z téchto rovnic dostaneme

0=10z + 6y — 32 — 31 = 0.

Priklad 3.6 Urcete vzdalenost dvou rovnobéznich rovin:
00=4r—2y—22-3=0, u,=2x —y—2—1=0.
Reseni:

V roviné 01 volime napriklad bod X (0;0; —%) a pocitame

d(X, QQ) = = =

31 1L _ V6
Vi+F14+1 26 12°
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3.4 Kuzelosecky v roviné
Kruznice k(S,r) se sttedem v S[m;n| a polomérem r > 0 mé stfedovou rovnici

(x —m)*>+ (y —n)* =1

Elipsa se stfedem v bodé S[m;n| a poloosami (rovnobéznymi se soufadnicovymi osami)
velikosti a a b ma stiedovou rovnici

(x—m)*  (y—n)?
2 72 =1.
y
y
T P—
b
S[m,n]
a S[m,n]
0 ’ \ /
\ 0 —/ X
Kruznice k(S, ) Elipsa

Priklad 3.7 Urcete rovnici kruznice k, je-li urcena stredem S a polomérem r :
a) S[0; 3], r =2 b) S[-1;1], r=1

ResSeni:
Dosazenim do stredového tvaru rovnice kruznice dostaneme:

a) (x =0+ (y+3)°=(V2)’ = 2> +(y+3)° =2

b) (z+ 1)+ (y—1 =1

Priklad 3.8 Najdéte stied a polomeér kruinice k = 2% +y* — bz + 4y = 2.
Resent:
Rowvnici kruznice upravime doplnénim na uplny ctverec:
2 5.2 2 5.2
T —590—!—(5) +y +4y+4:2+(§) +4

@t r2r =7 = S r=1
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Priklad 3.9 Rozhodnéte, zda rovnice

a) 25z% + 16y* + 100z — 96y — 156 = 0

b) 922 + 4y* — 36z + 40y + 152 =0

je rovnict elipsy. Urcete stied a délku poloos.
Reseni:

a) Upravime:

25(2? + 4z +4) +16(y* — 6y +9) = 156 + 100+ 144 = 25(x+2)*+16(y — 3)? = 400 =

(x4+2)?  (y—3)°
42 * 52

1

Je tedy S[—2;3], a=4, b=15.

b) Podobné
9(22 — 4z +4) + 4(y2 + 10y + 25) = —152+ 36 + 100 = 9(z — 2)2 + 4(y + 5)> = —16.

Na levé strane je ¢islo nezdporné, na pravé zaporné, dand rovnice neni rovnici elipsy.

Hyperbola se sttedem v bodé S[m;n| a poloosami (rovnobéznymi se soufadnicovymi
osami) a a b ma stredovou rovnici

2 2

(x—m)* (y—n)
a? b2 a? b2

~~——
L

Priklad 3.10 Najdéte priseciky hyperboly —49x2 + 16y* = —25 s osou O, (vrcholy hy-
perboly).

Reseni:
Rownice osy O, jey =0, pak —492? = —25 = ;5 = :I:%.

Je tedy Vi[2; 0], V5[—2;0].
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Parabola je nesttedova kuzelosecka. Je-li jeji vrchol V[m;n|, pak rovnice paraboly je

(y —n)?* = 2p(x — m) nebo (x —m)* = 2p(y —n).

V N

\'%
X
0
X
0
osa paraboly je rovnobézna osa paraboly je rovnobézna
sosoux, p>0 sosouy, p>0

Piiklad 3.11 Najdéte vrchol a osy paraboly 3y* — 6x + 12y + 15 = 0.

Reseni:

Upravime na vrcholovy tvar 3(y* + 4y + 4) = 6z — 15+ 12, tedy (y + 2)? = 2(z — 3).

Virchol paraboly je V[%; —2], osa je rovnobéind s osou Oy, parametr p = 1.

Priklad 3.12 Jsou ddny tri po sobé jdouci vrcholy rovnobéznika ABCD), kde
A[2;—-2;2], B[4;2;0], C[7;4;3]. Urcete vrchol D.

[DI[5;0; 5]/

Priklad 3.13 Najdéte vnitini wihly trojuhelniku o vrcholech
A[2;—4;9], B[-1;—4;5], C[6;—4;6].

o=3.8=7v=1%]

Priklad 3.14 Pro jakou hodnotu parametru a jsou primky p a q rovnobézné, je-li
p=3ar—8y+13=0 a ¢=(a+ 1)z —2ay—21=0.

[a€{2,-3}]

Priiklad 3.15 Primkap=ax+3y—1=0.
Urcete a tak, aby primka svirala s kladnym smeérem osy x thel %7?.

Piiklad 3.16 Najdéte rovnici primky, kterd prochdzi bodem Al4;—2] a md od pocdtku
vzddlenost d = 2.

m=y+2=0,pp=4x+3y—10=10/
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Piiklad 3.17 Najdéte obecnou rovnici primky, kterd prochdzi bodem M [15; —3] a prusecikem
primek 3x — by + 12 =0, 5z + 2y — 42 = 0.

[r+y—12=0/
Piiklad 3.18 Urcete mnozinu bodi, které magi od bodi A[7; —3], B[—2;1] stejnou vzddlenost.
187 — 8y — 53 = 0]

Priklad 3.19 Primka p je dana rovnicemi x =1+ 2t,y =3 —t,t € R.
Urcete parametrické rovnice primky q, je-li pLq a ddle q prochdzi bodem Q|1;3].

[r=1+t,y=3+2t,tcR]

Piiklad 3.20 Najdéte cislo n, aby body A[3;—4], B[l;n|, C[—1;2] lezely na jedné
primce.

=1
Piiklad 3.21 Najdéte parametrické rovnice primky prochdzejici bodem A[4; —5; 7] rovnobézné
a) s osou O,

b) s osou Oy,

¢) s osou O,

d) sprimkoup=x=3—t,y=2+2t,z=3,teR.

Ja)r =4+t y=-5z=TteR, b)z=4y=-5+tz2="T1cR,
c)x=4,y=-5z=T+t,teR; d)x=4—t,y=—-5+2t,z=7,t € RJ

Priklad 3.22 Urcete odchylku ¢ rovin p=2x4+y—2+1=0a0c=x—y+2=0.
lp= 3]

Priiklad 3.23 Rozhodnéte, kterd z rovin o = v —y—3 =00 =z+y—2+1=0 mad
vetst vzddlenost od pocdtku souradnic.

[rovina o]
Priiklad 3.24 Urcete rovnici prusecnice rovin o =3r+y—z=0a0c=y+ 2 =0.
p=x=2t,y=-3t,z=3t, t e R/

Piiklad 3.25 Najdéte rovnici kruznice opsané trojuhelniku o vrcholech
All; —1], B[7;7], C[11; —1].

[k=a?+y*— 120 -3y +7=0/
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Priklad 3.26 Najdéte rovnici kruznice, kterd se dotykd obou souradnicovich os a prochdzi
bodem M 2;4].

[k = (x —10)* + (y — 10)> = 100, ky = (x — 2)* + (y — 2)? = 4]

Piiklad 3.27 Jsou ddny body A[l; —3|, B[1;4], C[-3;5].
Popiste jejich polohu vzhledem k elipse 25x% + 9y* = 450.

[A je uvnit, B je uvniti, C je bod elipsy/

Priiklad 3.28 Najdéte rovnici elipsy s osami rovnobézinymi se soutadnicovymi, jestliZe se
osy O, dotykd v bodé A[—4;0] a osy O, v bodé B[0;5].
z+4)? —5)2
/% + % =1]

Piiklad 3.29 Hyperbola md rovnici 92% — 4y* — 18z — 8y — 31 = 0.
Najdeéte jeji stred a délky poloos.

[S[1,~1],a=2,b=3]

Piiklad 3.30 Najdéte rovnici hyperboly, jsou-li jeji vrcholy V1[0;2], Va[8;2] a prochazi
bodem M[—1;5].

[0 w22 g

16 16

Priklad 3.31 Najdéte rovnici paraboly, kterda md vrchol v pocatku a prochdzi body
A[8; 3], B[-8;3].

[x* = Sy]

Piiklad 3.32 Najdéte rovnici paraboly, jejiz osa je rovnobéznd s osou O, vrchol V'[8; 5],
parametr p = 4.

[(y—5)* =8(x—8)]

Piiklad 3.33 Najdéte rovnici primky, kterd prochdzi priseciky paraboly —y?> = 18z a
kruznice x* +y* + 122 — 64 = 0.

p=x—-2=0/
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4 ijravy agebraickych vyrazt a rovnice

4.1 ijravy agebraickych vyrazua

Algebraicky vyraz je zapis, ktery je spravné vytvoren z matematickych operacnich znaku,
¢isel, proménnych, vysledku operaci a hodnot funkei. Pfi upravach pouzivame poznatku
o mocninach, odmocninéach, zlomcich a mnohoclenech tak, abychom vyraz prevedli na
nejjednodussi tvar. Nutnou soucasti reSeni jsou podminky, které stanovi, kdy jsou vyrazy
definovany.

Pravidla pro pocitani s mocninami:

Pro kazdé redlné r,s a kazdé a > 0, b > 0, (respektive pro kazdé celé r, s a kazdé

a#0, b#0) plati:

a’® =1 (a")’ =a"*

a"=—,a#0 (ab) b"
r s _ ,rts g)r — a_T

a -a®=a (b =

Pravidla pro pocitani s odmocninami:
Necht m,n € N, a > 0. Pak plati:

Va=aw. Proa=0je Y0=0.
Pron =1 je V/a = a.
Pro n = 2 zapisujeme ¥a = +/a.

b= vVab, a>0Ab>0

%S

=2 a>0AD>0
(Va)" = Vam =ax, a>0
m{l/a:m{l/av a=>0

Rozklady nejjednodussich mnohoclenii:

(a £ b)° = a® =+ 2ab + b?
(a £0)° = a® + 3a2b + 3ab? + b
a’?—b*=(a—"0b)(a+Db)
a® —b* = (a —b)(a® + ab + V?)
a®+ b = (a+b)(a® — ab+b?)
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Rozklad kvadratického trojclenu na souéin kotrenovych ciniteli:
Jsou-li 1, x5 kofeny kvadratického trojélenu ax? + bx + ¢, kde a # 0, pak plati:
ar® +br 4+ c = a(x — 1) (v — 19)

Ptipomindme definici absolutni hodnoty:
Kazdému redlnému ¢islu a prifazujeme préavé jedno nezdporné ¢islo |a| takto:

a proa>0

lal =
—a pro a < 0.

Jestlize a, b jsou realnd c¢isla, pak absolutni hodnota ma tyto vlastnosti:

1) |a| = maz{a, —a} 5) ab| = a - [b]

2) la| = | — d] 6) |[a"| = |a|", pro kazdé prirozené n

3) a < |al 7) )%’:%, pro kazdé b # 0

4) |a| = Va2 8) |a+b| < |a| +1b|, (trojuhelnikovd nerovnost)

9) Necht e > 0, pak pro libovolna redlnd ¢isla a, x plati:
a—e<zr<ate<=|r—al<e

Priklad 4.1 Upravte vyraz V na nejjednodussi tvar:

|22]

)V = -2 (2 2l B e
Reseni:
. 2
Pro >0: V=[—(=2z) — 42+ [—(—22)]* + )
T
3 2 2 —2x 3
Pro ©<0: V=(-22)"—4x"+ (—2x)"+ — = —8z°> — 2
r | —=
23 =32 —1z+3
b))V =
) a3 — 22?2 — 3
Resent:
v (@ —1)=3(*—1) (@—-1)(@+1)(z—-3) z—1
(@2 —-22-3)  zz+D@-3)  _a

plati pro x #0, © # —1, x # 3.
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OV = b2 —ab ' +a 22 —a b
(et =b Y (ab "t +a"th+ 1)

ResSeni:

. ;;—2—%+3—§— a?b®  a'—a’b+ b —ab®
N (2+24+1) a®?  (b—a)(a®+ 0> +ab)

ISEISS

a®(a —b) — b3(a — b) (@ —b)(a® —b?)

pu— - :b_

—(a—b)(a® + ab+ b?) —(a® =) -
proa#0Ab#£0ANa#Db.
d)v_:c3+x2—x—1+x3—x2—$+1

V2 +1 1 —Va?
Reseni:
(¢ + 2% —o = 1)(1 = Va?) + (@ —2” —w + 1)(1 + Va?) _
1— 22 N
_ 2% — 20 — 22z + 2| :2x(x2—1)—|x|(x2—1) = 2(|z] — z);
1_1;2 1—132

Prox#1 ANz >0: V=0

Prox#1 Ne <0 : V=-2x

4.2 Rovnice

Jsou-li f(z) a g(z) funkce proménné = definované na mnoziné D C R, pak tloha najit
viechna x € D pro néz f(z) = g(x) znamend fesit rovnici o jedné neznamé.

Linearni rovnici o jedné neznamé x € R lze psat ve tvaru
ar +b=0,
kde a € R, b € R, a # 0. Ma pravé jeden koten x = —g.
Graficky tento koten ur¢ime jako prusecik pitimky y = ax + b s osou X.
Priklad 4.2 V oboru redlnijch cisel reste rovnici
2@ -1 x-3 _g_ 5(x+1)
11 2 8

Reseni:
Celou rovnici vyndsobime 8 - 11, tim se zbavime zlomki:

16(z — 1) — 44(x — 3) = 792 — 55(z + 1)
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a po rozndsobeni je:
16x — 16 — 44x + 132 = 792 — 55x — 53,
slou¢ime —28x + 116 = 737 — 55z,
k obéma strandm rovnice pricteme 5bx — 737
27x — 621 =0

a to je rovnice tvaru ax +b = 0. TakZe
= — =23
T T =

Nemusime provadét zkousku, veskeré ipravy (ndsobent rovnice nenulovym cislem, pricitand
stejného c¢isla k obéma strandm rovnice) jsou ekvivalentni. Zkouska pak md jen charakter
kontroly vypoctu.

Piiklad 4.3 Reste v R rovnici:
3 z=+10 b)3+2x_ 7 12z -1

r+7 147 2 (6_ 3

a) 2+ ) = bu.

Reseni:
a) Resime za predpokladu x + 7 # 0, tzn. © # —7, dpravou:

2 +7)+3 = z+10
20+ 1443 = x+10
r = =7 coz je spor=x € { }

b) Zbavime se zlomki

33+2z)—7T+2(120 -1) = 30x
94+6xr—7+24z -2 = 30z
0 =0

Rovnice mad nekonecné mnoho teseni x = t,t € R.
Kvadratickou rovnici o jedné neznamé x € R lze pséat ve tvaru
ar® +bxr+c =0,

kde a,b,c € R, a # 0. Kofeny této rovnice vypoéitdme pomoci diskriminantu D = b? — ac.
~b+ VD
2a

Pro D = 0 dostaneme jeden dvojnasobny kofen x4 = %
a

Pro D > 0 dostaneme dva realné ruzné kofeny z; 9 =

Pro D < 0 nem4 rovnice v R FeSeni.

Graficky kofeny uréime jako pruseéiky paraboly y = ax? + bx + ¢ s osou .
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Piiklad 4.4 Reste v R ndsledujici kvadratické rovnice:

4+ VI6+20 —4+6

a)x*+4x —5=0= 119 =

=x1=1Vary=-5

2 2
6+ /36 — 36
b) 2> —6x+9=0= 115 = — = 3 dvojndsobny koren
4+ /16 — 160
c) 5t —4dr+8=0= Ti9 = 10 v R nemd rovnice reseni

d)2?+6z=0=2(z+6)=0=2, =0V 2o =—6

6)5552—4:0:>(\/5:B—2)(\/5x+2):O:>x1:¥\/xz:_¥

f) 2?4+ 16 = 0 v R neresitelnd rovnice

Piiklad 4.5 Napiste kvadratickou rovnici, jejiz koreny jsou x1=—3v3 a

To = 2\/§
Reseni:

(z—2)(x—2)=0= (2 +3V3)(z —2V3) =0= 2>+ V32— 18 =0

Nebo podle vztahu mezi koteny x1,xo a koeficienty p, q kvadratické rovnice
P2 4pr4+qg=0 kde z14+x0=—p, T1 -T2=gq

pak

22 4+ (+3V3 = 2v3)z — 3V3-2V3 =0

a upravou dostaneme
2 +V3x—18=0.

Pti feseni rovnic s absolutni hodnotou vychazime z definice absolutni hodnoty a fesime
rovnice v intervalech, které dostaneme pomoci tzv. kritickych bodu.

Priklad 4.6 V oboru redlnijch cisel reste rovnice s absolutnimi hodnotama:

a) 3+ 4|z — 2| = bz b) |20 = 7|+ ]z —2[ =3
)3r—12z—1=xz+1 d) |3z —2|+4=22+3
Resend:

a) Pro x € (—00,2), rovnice prejde v rovnici 3 — 4(x — 2) = bz.

Tato ma reseni x = o které patri do daného intervalu.
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Pro x € (2,00): 3+4(x —2)=br=2=—-5¢ (2,00)
11
Sjednoceni resent pak je x = 9
b)x € (—00,2): 22 +T—2+2=3=>2=2¢(—00,2)
re(2,):2x+T+zx—-2=3=>2=2¢€(2,1)
7

ve(loo):20—T+r-2=3=z=4¢€ (L 00)

Zaver: x € {2,4}

)z € (—00,3):3x+2r—1=x+1=>z=1¢ (-0,

)

[N

re(3,0): 3t —2r+1=2+1=0=0

Zdver: x € (3,00)
2

d)z€(—00,2): =3x+2+4=2r+3=0=2¢€(—0,3)

3
Zaver: x € {1, g}

Rovnice s parametrem jsou rovnice, které kromé neznamych obsahuji jesté dalsi proménné
- parametry.

Reseni rovnic s parametry spo¢iva v urceni kofenu v zavislosti na parametrech a v uplném
rozboru vSech moznosti parametri.

. 2 1 _
Priklad 4.7 Reste v R rovnici x4+ 1 — rratl_d x, kde a € R je parametr.
a a

Reseni:
Pro a = 0 rovnice nemd smysl.

Pro a # 0 dostaneme ax +a —2xr —a—1=a—x =

proa=1: 0-x =2, spor

(a—l)a::a+1:<

. __ a4+l
proa#1: v =525

Zaveér: a = 0 rovnice nemd smysl
a = 1 rovnice nemad resent

. o a+1
a # 0Aa+# 1 rovnice ma jediné reseni r = 7
a/_

Piiklad 4.8 Pro které hodnoty redlného parametru m md kvadratickd rovnice
2?2+ 32 —2m? +m+3 =0 o nezndmé x € R jeden koren rovni nule?
Najdéte druhy koten.

Reseni:
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—1++v1+24
Absolutni élen —2m> +m+3=0= myo = —4+ =>m=—-1Vm=

N W

Druhy koren x = —3.

Piiklad 4.9 Pro které hodnoty parametru t md kvadratickd rovnice 2z% +tx +2 = 0
redlné ruzné koreny?
Reseni:

Redlné rizné koreny = D =1* —16 > 0=t > 16 = [t| > 4 =

t € (—o0, —4) U (4, 0)

Algebraické rovnice vyssiho stupné resime prevodem na soucinovy tvar, nékdy jako
rovnice binomické.

Priklad 4.10 V oboru redlnijch cisel reste rovnice:
a) x* =16 b) 2t + 222 +1=0
Reseni:

a) z* — 16 = 0, upravime na soucinovy tvar (z — 2)(x + 2)(z* + 4) = 0 = redlné koreny
450U T1 = 2,19 = —2

bt +2:2+1=0= (22 +1)2=0=>z€{}

Iracionalni rovnice obsahuji odmocniny z vyrazi s neznamou. Odmocniny odstranujeme
neekvivalentni tpravou - umocnénim, proto je nutné soucasti feseni zkouska.

Priklad 4.11 V oboru redlnych cisel Teste iraciondlni rovnici:
a) r —4 =2z b) Ve —T7—+/b—x=3

ResSeni:

a) Resime za predpoklady  x©—4>0AN22>0 = x>4
Umocnénim dostaneme

10+ /100 — 64 10+6

(r—4)?=2r=2"-102+16=0= 2,5 = 5 >

Podmince resitelnosti vyhovuje pouze v = 8.
Umocnéni je neekvivalentni operace, provedeme zkousku:

L(8)=8—4=14
PE8)= V6 =4 }:xi

W
I
oo

3'

b) Resime za predpokladu x —7>0A5 —2>0=z € {}

= rovnice nemd resent.
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Logaritmické rovnice jsou rovnice, v nichz se vyskytuji logaritmy vyrazi s neznamou
x € R. Jestlize stanovime podminky fesitelnosti a fesime ekvivalentnimi dpravami, pak
zkouska neni nutna.

Piiklad 4.12 Reste v R logaritmické rovnice:

1
a) logx + =4 b) 3 log(2x — 3) = log(z — 3)

log =
Resent:

a) Podminky: x > 0ANlogx #0 =z € (0,1) U (1, 00).
Rovnici vynasobime log x, dostaneme

log?z —4logz +3 =0

Odtud logxy = 3V logxy = 1, je tedy 1, = 10° V 25 = 10%.

Obé tesent patri do oboru Tesitelnosti.

b) Podminky x> 3 Az >3 =z >3.

Upravou log(2z — 3) = 2log(z — 3).

Pak 2x — 3 = (z — 3)%, neboli 2z — 3 = 22 — 62 + 9.
Ztoho 0 =22 -8z +6 = x; = 4,19 = 2.

Podminkam vyhovuje pouze x1 = 4.

Exponencialni rovnice jsou rovnice, kde neznamé xr € R se vyskytuje v exponentu
néjaké mocniny. Rovnice fesime bud logaritmovanim, nebo porovnanim exponentu pfi
stejném zakladu, ¢asto az po upravach.

Piiklad 4.13 Reste v R exponencidini rovnice.

4 43 125 4xr—1 5

- (2= _ .oz 23—3::1 x 2.3% _3 =
) () () S D32 0 94237 -3=0
Resent:

a) Upravime vSe na mocniny o zdkladu a = g

5 —2(z+3) 5 3(4z—1) 5
e (2 = _ =
SR .

-2r—6+12r—-—3=1 = 1W0zx=10 = zxz=1

b) Polozime 2° =y, pak 3y + 8 - i = 10, neboli 3y* — 10y + 8 = 0.
Koreny

B 10i\/100—96_<
_ : _

N}

Y12

ol
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Pak je 2°* =2 = xy = 1.

Druhy koten 2%2 = % a logaritmovdnim xs = 2 — log, 3.

¢) Polozime 3° =y, pak y* + 2y —3=0= (y — 1)(y + 3) = 0.
y1:1:>3”"1:1:>x1:0
Yo = —3 nend moiné, nebot 3* > 0 Vo € R.

Zustava z = 0.

Piiklad 4.14 Uzitim rozkladu kvadratického trojélenu prevedte na souéin:

a) ° — z* — 56 z* b) 2t +2 2% -3 c) z* — 13 2% + 40

[a) 2*(z = 8)(x +7); 1) (x — 1)(z +1)(2® +3); ¢) (z+V5)(z — V) (z + V8)(x — V)]
Priklad 4.15 Zjednoduste ndsledujici vyrazy:

r—2y 2x—y 222 a?— 2% a?-1? ( ax)

_ b )
x+y y—x  x?—1y? ) a+b ar+x?

20r 2 1 x
C)( + — 2y 2):( + 2 2)
r+y T—Yy x°—y rT+y x°—vy

Gra-1GE+a+tl

a—x

d 4 4

D@

. 4-a)2-(2-a)% l-a
>1+(2+a)*%+(4—a2)*% 1-v2-a

2?2 + 1 1 1 x® — 3
n (=) (4 5) ]

z+1  x—1 T — z—1
) + u—=v 1= U(u — U) h) z24z+1 z2—a41 | z+1
g) \v : i1 1 22—

14 uv 1+ wuv IQMH+IL:H1'1—|—I+1

)5, o £y ) £ ONT #£ —ahat b o)z, x £ Ly A2 £y;
d) 1, a#0ANb#0ANa# £b; e) Va+2, ae (—2;1)U(1;2);
[ 2 xAyAs£ONY#£0; g)u, wo# =13 h) &, 2 # 0Nz # 1]

Piiklad 4.16 Usmérnéte zlomky:

3v2+2V3 VI+2++z—2

a)s\/i—Q\/ﬁ b)\/x+2—\/x—2

[a) 5+ 2v/6; b) TEVE=L 5> 2]
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Priiklad 4.17 Na zdkladé vét o absolutni hodnoté redlného cisla zjistéte, pro kterd cisla
x plati rovnosti:

a)l(z =2)(x —4)[ = (r=2)(x—4) bz —4)(z-3)| = |z — 4|z -3
) [(x =2)(x =5)| = —(x = 2)(z = 5)

r—0,5] |z—-0,5| e)IS—x’_?)—x
r—1,2] |z —1,2 r—2 -2

d)

Ja)x >4Vae<2b)VreRc)x e (2,5); dVre R—{12}e)ze€(2,3)]

Piiklad 4.18 Rozhodnéte, ktery z vyroki je pravdivy:
a) —2<xr<2 <= |zr|<2

b) —1<z<3 < |z -1/ <2

o) 22 -1 <3 = |z|] <4

d)z € (=3;5) < |z|]<5b

[a) pravdivy; b) neni pravdivy; c¢) neni pravdivy; d) neni pravdivij]

1—=x x—2_ 8

Piiklad 4.19 Reste v R rouvnici — = )
r—2 1—x 3

Piiklad 4.20 Reste v R ndsledujici rovnice:
a) x> +2jz —1|—-6=0 b)[2x+1] — 22| +1 =2z
xr+3 x-—1

C)x—3+x—5
e) 2 —0,22+0,01=0 f)2(1 —2)* =2 —3

=4 d) 32> —5r —2=0

[a)r, =1 —-Vb6Vay=2b)x=1;c)x, =9Vay=4; d)x; =2V 1y =
)$12f01f)3?€{}/

2 1
Piiklad 4.21 Reste v R rovnici x — — = — 4z + 1), parametr a € R.
a a

Ja # 0; pro a = 2 rovnice nemd Tesent;
L. L . S|
a = —2 nekonecné mnoho teseni x =t,t e R; a # —2,0,2 je x = a(a72)/

Priklad 4.22 Urcete realnou hodnotu parametru a tak, aby rovnice 6a—ax+2x = 15, x €
R mela kladny koren.

fo=2C20) 5 0,4 € (—00,2) U (2, 00)]
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Priklad 4.23 Pro které redlné hodnoty parametru md rovnice
a) * —tx + 1 — 2t* = 0 rediné rizné koreny?
b) 2> —x +m? —m =1 jeden koren roven nule?

fa)t € (=00, —2)U (3,00); by m=—-3Vm=4; z; =0,2, =1/
Priklad 4.24 Najdéte kvadratickou rovnici, jejiz koteny jsou x1 = %, To = 3.
Rx* — Tz +3=0]

Piiklad 4.25 Reste v R iraciondini rovnice:

a) Vi+z—+Vid—x=1 b) Ve +2+vr—2=+2x+3
c)x—3yr—4=0 d)Vi+z+/5—x=2

)\/aH—l \/x—1_3
e

Piiklad 4.26 Reste v R logaritmické rovnice:

[a) z = 3; b)x:g; c)x=16d) x €{}; e)xz%/

a) log (4z +6) —log(2z — 1) =1 b) 2log (x — 2) =log (14 — )
¢) log (z +1) +log (z — 1) =logz + log (z +2) d) 3log (2z — 3) = log (z — 3)
fa)x =1; b)x =5; c)x e {}; d) v =06]
Piiklad 4.27 Reste v R exponencidini rovnice:
a) 5" +1—3-5° = —49
b) 3T 437 =471 44"

C) 3 . 221‘+1 + 2 5 32:C+3 — 3 5 22:C+4 _ 32I+2

o0 (8 =1 125\
25 \5 - \512

fa) x=2; b) 2 =4,0408; ¢)x =—3; d)x =4V =3]

1
2
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5 Soustavy rovnic

5.1 Soustavy linearnich rovnic

Nékolik rovnic o dvou a vice neznamych, které maji byt soucasné splnény, tvoti soustavu
rovnic. Resenim soustavy je prunik feseni jednotlivych rovnic.

Pti feseni soustavy se pouzivaji ekvivalentni dpravy soustavy rovnic, tj. takové
Upravy, jimiz se neméni feSeni soustavy. V takovém piipadé neni nutna zkouska, ale je
vhodna pro kontrolu.

Piehled ekvivalentnich tprav soustavy rovnic:
Nahrazeni libovolné rovnice soustavy rovnici, ktera je s ni ekvivalentni, tj.ma totéz feseni.

Nahrazeni libovolné rovnice soustavy souctem této rovnice a libovolné jiné rovnice sous-
tavy.

Dosazeni neznamé nebo vyrazu s neznamou z jedné rovnice soustavy do jiné jeji rovnice.

My se budeme zabyvat soustavou linearnich rovnic. Zakladnim typem metod feseni
linearnich algebraickych rovnic jsou eliminac¢ni metody, jejichz podstatou je postupna
eliminace (vylu¢ovani) nezndmych z rovnic soustavy. Podle zpusobu, jimz eliminujeme
jednu neznamou, rozlisujeme nékolik metod feseni:

Metoda scitaci - rovnice soustavy nasobime cisly zvolenymi tak, aby se po sec¢teni
vynasobenych rovnic jedna neznama vyloucila.

Piiklad 5.1 Metodou séitact este v R x R soustavu rovnic.

2r —y =1
x4+ 3y = 11.

Reseni:

Pruni rovnici vyndsobime tremi, dostdvame rovnici 6x — 3y = 31. Ziskali jsme timto
zpusobem ekvivalentni soustavu

6r —3y =3
x4+ 3y = 11.

. U N s v 7 ’ ’ ’ ’ ..
Rovnice ted secteme, tim vyloucime nezndmou y a pro nezndmou x dostdvdme rovnici
Tr =14, v = 2.

Obdobneé lze vyloucit nezndmou x vyndsobenim druhé rovnice minus dvéma a sectenim s
proni rovnici. Dostavame rovnici

—Ty=—21, y = 3.

Resenim soustavy je usporddand dvojice [x,y], © =2, y = 3.
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Metoda dosazovaci - vyjadiime jednu nezndmou z jedné rovnice soustavy a dosadime
ji do dalsich rovnic, ¢imz se jedna neznamé ze soustavy vylouci.

Priklad 5.2 Metodou dosazovaci Teste v R x R soustavu rovnic.

20 —y =95
3z + 4y = 9.

Reseni:
Z prond rovnice vyjadrime y = 2x — 5, a dosadime do druhé rovnice. Dostavime
3r+4(2x —5)=-9, llx = -9+420, x = 1.

Potom y =2x — 5 =2 —5 = —3. Dostali jsme Teseni v =1, y = —3.

Metodu séitaci a dosazovaci muzeme také kombinovat.

Priklad 5.3 V R x R reste soustavy rovnic:

a)r+y=4 b) 14z + 4y = 13 c)2x—3y=>5
20+ 3y =17 Tr+ 2y =12 4 — 6y = 10
Reseni:

a)r+y=4 /-(-3) = -3r-3y=-12 = =5 y=-1

20+3y =7 20 +3y =7
b) 14z + 4y = 13 = ldox+4y =13 = soustava nemd
Tr+2y=12 /-2 ldx + 4y =24 resent

c)2xr—3y=5 /-2 = 4r — 6y = 10
dr — 6y = 10 4o — 6y = 10
1

= soustava md nekonecné mnoho veseni x=t, y=3(2t-5),t€R

5.2 (Gaussova eliminac¢ni metoda

Pti feSeni vice nez dvou rovnic je nejvyhodnéjsi pouziti Gaussovy elimina¢ni metody,
kterd spociva v postupném prevedeni dané soustavy rovnic ekvivalentnimi dpravami na
tzv. trojuhelnikovy tvar.

Priklad 5.4 Uzitim Gaussovy eliminacni metody reste v R x R x R soustavu rovnic.

9z + 5y — 2z =15 (1)
8xr + 6y + 32z =15 (2)
3v — Ty +4z =27 (3)

Reseni:
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Nejprve soustavu upravime tak aby v proni rovnici koeficient u nezndmé x byl 1. Bylo
by mozné toho dosahnout délenim pruvni rovnice cislem 9, tim bychom ovsem dostali v
pruni rovnici desetinng cisla. Radéji od pruni rovnice odecteme druhou, ¢imzZ dostaneme
soustavu rovnic:

r—y—52=0 (1)
8r+6y+32=15 (2)
3v — Ty + 4z =27 (3)

Dadle v ziskané soustave od druhé rovnice odecteme 8-krat pruni, a od treti rovnice odecteme
3-krdt proni. Tim eliminujeme nezndmou x v téchto rovnicich a dostdvame tuto ekviva-
lentni soustavu:

r—y—>52=0 (1)
14y + 432 =15 (2)
—dy+192 =27 (3)

Nyni druhou rovnici délime ctrndcti, abychom u neznamé y ziskali koeficient 1. Ddle k
treti rovnici pricteme 4-krdt druhou, ¢imz v ni eliminujeme neznamou y. Tim prechdzime
k této soustave rovnic:

r —y — bz =0 (1)

43 43
y+1ET T (2)
2192 = 219 (3)

Tato soustava ma trojuhelnikovy tvar a jeji reseni urcime snadno takto: Z treti rovnice
po délent c¢islem 219 dostdvame: z = 1. Dosazenim do druhé rovnice vypocteme

1
=—(15—43) = -2
v=14 )
a po dosazeni do pruni rovnice vychdzi x = -2+ 5 = 3.
Dostali jsme teseni x =3, y=—2, z = 1.

Piiklad 5.5 V R3 reste soustavy rovnic:

a)r+2y+3z2="7 b)r+2y+32=1 c)r+2y+3z=1
3r—y+z2=6 T+ 3y + o5z =2 20 +4y + 62 =2
r+y+z=4 20 + 5y + 82 =12 r—y+z=4
Reseni:

Soustavy budeme resit Gaussovou eliminacni metodou.

a)r+2y+3z2="7 T2y +32=7 TH+2y+32=7
3 —y+2=6 = —Ty—8z=—1>5 = y+2z=3
r+y+z=4 y+2z2=3 6z =6
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Tato soustava ma trojiuhelnikovy tvar a muzeme jej snadno vyresit.
Postupne dostavime z =1, y=3—-2z2=1, e =7—-2y—32=7—-2—-3=2.

Dostali jsme tedy reseni x =2, y=1, z=1.

b)x+2y+3z=1 r+2y+32=1 r+2y+3z2=1
T+ 3y + 5z =2 = y+2z=1 = y+2z=1
20 + 5y 4+ 8z =12 y+22=10 0=9

Z trojuhelnikového tvaru vidime, Ze soustava nemd resent.

c)x+2y+3z=1 r+2y+32=1 r+2y+32=1
20 +4y + 62 =2 = 0=0 = 3y +2z=-3
r—y+z=4 3y +2z2=-3

= soustava md nekoneéné mnoho resent.

Zvolime-li z = t, pak postupné mame

2 4 5
=—t—-1 =14+-t+2—-3t=3— —t.
Y 3 ax —1—3 + 3

Resenim soustavy potom bude usporddand trojice x = 3 — gt, y=—1-— gt, z=t, teR

Piiklad 5.6 Reste v R x R soustavy linedrnich rovnic:

a)8r —3y+12=0 b) 2z — 6y = —2 c)r+2y=4
3r+2y—33=0 r—3y= 4 20 +4y =8

[a) x =3,y = 12; b) nemd reSent; ¢) x =4 — 2a,y = a,a € R/

Piiklad 5.7 Prevedenim na trojuhelnikovy tvar veste v R® soustavy rovnic:

a)2x —3y+4z =8 b) x +4y —32=0 c)x+2y+4z=31
3r+5y —2z=10 r—3y—z=0 dr +y+2z=29
Tr—y+T7z=15 20 4+y—42=0 3r—y+z=10

[a) nemd Tesent; b) x = 13t/7,y =2t/7,z=1; ¢) v =3,y =4,z =5/

Piiklad 5.8 Prevedenim na trojuhelnikovy tvar veste v R* soustavy rovnic:

a)2x —3y+6z—u=1 b)x+2y—2z—2u= -2
r+2y—z =40 2r4+y+z+u=28
T+3y—z—u=—2 r—y—z4+u=1
9r —y + 15z —du =1 rT+2y+2z—u=4

[a) soustava nemd Tesent; b) x =1,y =2,z = 1,u = 3]
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Priklad 5.9 Urcete vzdjemnou polohu tii rovin:

a: 2z —3y+z2=0
B: x+2y—2—3=0
vy:2x+y+2—-12=0

[roviny se protinaji v bodé [2,3,5]]

Piiklad 5.10 Uzitim Gaussovy eliminacni metody veste v R? soustavu rovnic v zdvislosti
na parametru a.

204+ 9y + 22 =Ta — 4
3r+3y+4z2=3a—6
dy — 6y + 22 = —a — 8

[lx,y, 2] = [a —2,2a/3, —a/2]]
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6 ReSeni nerovnic

6.1 Operace s nerovnicemi

Jsou-li f a g funkce proménné = definované na mnoziné D C R, pak tloha:
"najdéte vsechna x € D, kterd po dosazeni do jednoho ze vztahi:

f(@) <g(x), f(z)>g(x), f(z) <g(z), f(r) = g(z)
daji pravdivou nerovnost” znamena teSit nerovnici s neznamou x.
Pfi feSeni nerovnic pouzivame ekvivalentni upravy:
1. Zaména stran nerovnice se souc¢asnou zmeénou znaku nerovnice:
f(z) < g(x) < g(x) > f(z)
2. Pricteni konstanty nebo funkce h(x), definované v D, k obéma strandm nerovnice:
fz) <g(x) & f(z) + h(r) < g(z) + hz)
3. Nésobeni nenulovou konstantou nebo funkei h(z) definovanou v D :
a) h(z) >0 prox € D: f(x) < g(x) & f(x)h(x) < g(x)h(x)
b) h(z) <0prox € D: f(zx) < g(z) & f(x)h(z) > g(x)h(z)
4. Umocnéni pro piipad nezapornych stran nerovnice:
0< f(z) <g(x) & f*(z) <g"(z),n €N
5. Odmocnéni pro ptipad nezapornych stran nerovnice:
0 < f(x) < glx) & /F(@) < §/g(@).n €N

Pokud pouzivame pri feseni nerovnic ekvivalentni apravy, neni potieba provadét zkousku,
snad jen pro vylouceni vlastnich chyb.

Klasifikace nerovnic

Elementérni nerovnice s neznamou = muzeme rozdélit (podobné jako rovnice) podle toho,
v jaké pozici se v dané nerovnici nachazi neznama. RozliSujeme nerovnice linearni a
kvadratické, nerovnice s absolutni hodnotou, exponencialni a logaritmické nerovnice, ira-
cionalni nerovnice.

Postup teSeni pro jednotlivé typy nerovnic ukazeme na prikladech.
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6.2 Linearni nerovnice

Piiklad 6.1 Reste v R nerovnici

20 —17 8-u
4 2
Reseni:
Odstranime zlomky a upravime rozndsobenim.
22z —17) =48 —x) — 16 <
dr —34—-32+4x—-16 <
dr +4x —8r —x <

—X

IA

v

X

Piiklad 6.2 Reste v N nerovnici
3r—1 B 5 — 6x
4 2

Reseni:

T
—2<z—4+—-.
S +8

8(x —4)+ =z

8r—32+uw

=32+ 34+ 32+ 16

501 - (~1)
—-50 = € (—50;00)

—2<

3z
8+ —.
+2

Odstranime zlomky a upravime rozndsobenim, stejné jako kdyZ hledame reseni nerovnice

v R.
3r—1 —
X _5 693_2
4 2
3z —1—2(5—62)
3r—1—-10+ 122
3r + 12z — 6z
9z
T

IANIA A

IN

3T
8+7\-4
32423
32+ 6x
324+1+410
43

43
E/\xEN

Hledame reseni v oboru prirozenych cisel. Dostaneme

ze{1,2,3,4}

Piiklad 6.3 Reste v R nerovnici v podilovém tvaru

Reseni:

12—z

> 0.
z—4
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15__Z>0<:> [(12—2)>0 A (z—4)>0] V [(12—2) <0 A (z—4) <0
<12 ANx>4] V [r>12 A z <4
d<z<12 V ze{}
= x€(4;12)

Jiny zpisob Teseni:

Najdeme tzv. nulové body dcitatele a jmenovatele - to jsou body, ve kterych je polynom
v citateli nebo ve jmenovateli rovny nule - a v intervalech mezi nulovymi body zjistime
znameénko citatele, ymenovatele a nakonec celého zlomku.

(—0034) | (4312) | (12;00)
12—z + + -
r—4 - + +
podil - + -

Mame ostrou nerovnost, takzZe resenim nasi nerovnice je x € (4;12).

. 2
Piiklad 6.4 Reste v R nerovnici g x < 1.

Reseni:
Upravime na podilovy tvar:

2—x—4—x§0 o —2(x+1)S o x+120
44z 44z 44z

Muzeme vyuzit nulovijch bodu citatele a jmenovatele, pak dostaneme reseni

x € (—o0; —4) U (—1;00)

Danou rovnici mizZeme tesit i jinak:

2—x
<1\-(4
44+x — \(d+2)

a)d+zr>0=2—0<44+zr=-2<2xr=x>-1

Dostali jsme, Ze
(x>—-4 Nz>-1) = x>-1

b)d+r<0=2—z>44+r=>2<-1

Dostali jsme, Ze
(<-4 Nz<-1) = <-4

Tedy x < =4V x > —1 ¢ili x € (—o0; —4) U (—1;00).
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6.3 Kwvadraticka nerovnice

Piiklad 6.5 Reste v R nerovnici x2 —4x —5 > 0.
Resent:
2 —4r—-5>0& (x—5)(z+1)>0

& [(z=5)>0A(x+1)>0] V [(x—5)<O0A(z+1) <0

r>5 V < -1 =€ (—o0;—1)U (5 00)

Ulohu muzeme tesit © pomoci nulovych bodi

polynomu nebo také graficky: \
-1

2 /5 X

y = 2% — 4z — 5 je rovnice paraboly,
jeji vrcholovy tvar je y +9 = (z — 2)?,
vrchol je V[2; —9], pruseciky s osou x :
P[-10]  P[5;0]

protofe (rt —2)>=9 <z —2=43
= x1 =05, 1o =—1.

Nacrtneme graf.

Vidime, Ze y > 0 pro x € (—oo; —1) U (5; 00).

x+3+x+4
r—1 x-—4

Priklad 6.6 Reste v R nerovnici

> 2.
Reseni:

Prevedeme na podilovy tvar

(x+3)(x—4)+(x+4)(z—1)—2(x—1)(z—4)

(z —1)(z —4)
12(x — 2
upravé citatele (= (1:]; @ _)4) > 0.
Pomoci nulovijch bodu:
(—o0i1) | (152) | (2;4) | (4500)
r—1 - + + +
T —2 - - + +
x—4 - - - +
zlomek - + - +

x € (1;2) U (4;00)

>0 a po
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6.4 Nerovnice s absolutnimi hodnotami

Piiklad 6.7 Reste v R nerovnici |12 — x| > 15 — |z + 3|.
Reseni:

Pomoci nulovijch bodi vyrazi v absolutnich hodnotdch rozdélime R na intervaly, ve kterijch
nerovnice resime.

Prozx € (—o00;—3):12—2 > 15+ (x + 3) = o < —3.

z<—3

Prow € (=3;12) : 12— 2 > 15— (z + 3) = 12 <12
re{}

Prox € (12;00) : =124+ 2 > 15— (v +3) = = > 12.
r> 12

Celé Teseni rovnice x € (—oo; —3) U (12; 00).

6.5 Iracionalni nerovnice a soustavy nerovnic

Piiklad 6.8 Reste v R nerovnici Vx — 3 < 5.
Reseni:

Nerovnice ma smysl pouze pro x — 3 > 0 t.5. x > 3, potom na obou strandch nerovnice
jsou mezdpornd ¢isla a lze umocnit:

r—3<25=1x<28

Resend je pak x € (3;28).

Piiklad 6.9 Reste v R nerovnici x4+ 1 < /6x — 14.

Reseni:

Resime za predpokladu 6x —14>0Az+1>0, tedy x> %
Po umocnéni x? +2rx+1 < 6x — 14 = 2? —4x + 15 < 0.
Kvadratickyj trojélen x* — 4x + 15 md komplexni koreny (D < 0).

Parabola y = x? — 4x + 15 nikde neprotne osu x, proto resent je v € { }.
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Piiklad 6.10 Reste v R soustavu nerovnic

>0 A 22 =22 <0.

r+1
Reseni:
Ekvivalentni soustava je x+1>0Az%(z —1) <0.

Na znaménko polynomu nemaji vliv koreny se sudou ndasobnosti.

Tedy x € (—1;0) U (0; 1).

3 2 6 4dr—2
Priiklad 6.11 Kterd prirozend cisla splniuji nerovnici Ex — x; > x5 .

fx € {49,50,51,...} |

Piiklad 6.12 Reste v R nerovnice:

1- 3z T+ 2 3z —1 2?24+ x
<2 b < -2 <2 d
a>x+4 ) - C)x—i—l )x 1

2 4
Ja) (—o0; —4) U (=%;00); D) (1;4); ¢) (—1;3); d) (—o0; 1)/

57

<1
11—z -

Priklad 6.13 V mnoziné celych zdpornych cisel reste nerovnici

a:+3_x—2_5>x—1
2 3 2

[r e {-8,-9,-10,...} /
Priiklad 6.14 Jaké musi byt cislo k, aby rovnice Skx —9 = 10x — 3k méla kladné reseni?
2<k<3]
Piiklad 6.15 Reste v R kvadratické nerovnice:
a)22* —3r—2>0 b) 20x — x? > 36
o)r*+x+1<0 d) z? — 0,22+ 0,01 <0
[a) x € (—00; —5) U (2500); b) € (218); c)z € { }; d) 2 =0,1]

Priklad 6.16 Pro kterd m € R bude platit * + 6z + (5m — 1)(m — 1) > 0 pro vsechna
redlnd x ?

[m € (—o00; —5) U (25 00) |
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Piiklad 6.17 Reste v R nerovnice:

r+2 2r—-1
— >0 b) z(2® — Tx 4+ 10) > 0
VrE il ) #(@” = Te+10)
22 —9x + 18 xt z! (102 — 6)z?
— <0 d <
) 22—z —2 )x—|—2+3—x —22+x+6

[a) x € (—00; =3) U (—%;00); b) x € (0;2) U (5;00);
c)x € (—1;2)U(3;6); d) x € (—o0; —2) U (3;00)/

Priklad 6.18 V oboru redlnych cisel Teste nerovnice:
a) |z —3]>5 b) [z +2| <8
Ja) z € (—o0; —2) U (8;00); b) € (—10;6) ]
Priklad 6.19 Pomoci absolutni hodnoty zapiste nerovnice:
a) —2<x<2 b)1<x<3 c) —3<z< -1
[a) |z] <2;b) |z —2|<1;¢)|lz+2[<1]

Priiklad 6.20 Najdéte mnozZinu vsech teSeni nerovnic s absolutni hodnotou:

1
a) |lz|+—-<0 b)m—1<0
X X
o) le+ 1|+ |z <2 d)1—|z| <|z+1]
Q0 — 2
o 2r=2l P 2] < o — 1]
2—x
g) |3z + 1] <2z h) |z +2| — 2|2z + 4] < |3z — 1]

i)|le—=3-]lr—2|-|x+4] >0
[a) x € (=1;0); b) z € (—00;0); ¢) x € (=5;3); d) z €R; ) x € (05 3) U (2;00);
f)xe(—oo;%); grxel; hreR;i)xeR x#—-4,23]
Piiklad 6.21 Reste v R iraciondlni nerovnice:
a) Vil +r—-12<6—x b)r—3yr—4>0
o) Vr+2< 2z —38 d)Vz—2+1z>4
e) V=22 +8r—12>+/3

Ja) x € (—o0; —4) U (3; 13); b) z € (16;00); ¢) x € (10;00);
d) x € (3;00); €) x € (3;5)]
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Piiklad 6.22 Reste v R soustavu nerovnic

2 —4r—5<0 AN 22—8r+15<0.
[x € (3;5)]

Priklad 6.23 Najdéte x € R, ktera spliuji sloZenou nerovnost.

a)%—1<|:£|<g—l—1 b) 13z — 1] < = < |3z + 1]

o) —2<x<2;b)1<z<i]
Priklad 6.24 Najdéte zlomek, pro néjz plati:

1
zmensime-li jmenovatele o 1, je zlomek roven 5 zvetsime-li citatele o 20, dostaneme

zlomek z intervalu (2;3).

4 5
9 11/
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7 Elementarni funkce

7.1 Linearni funkce

Linearni funkci nazyvame kazdou funkci f, ktera je dana predpisem
fry=kx+q, k,qeR.

Grafem linearni funkce je vzdy piimka ruznobézna s osou O,,.

Defini¢ni obor D linearni funkce f (znacime Dy) je R.

Obor hodnot funkce f (znacime Hy) je R.

Vyznam konstant £, q je vidét z nasledujictho obrazku:

Pro k = 0 dostdvame konstantni funkci.

y y y

A O |

0 X 0 X o

k>0 k <0, k=0
k=tga, a<3 k=tga, a>7 k=tga, a=0
rostouci funkce klesajici funkce konstantni funkce

Piiklad 7.1 Urcete linedrni funkci, jejimiz proky jsou usporddané dvojice [—2; —3], [—1; —4]
a jejiz obor funkénich hodnot je interval (—6;0).
Sestrojte graf.

Reseni: y
Je y = kx + q a dosadime souradnice bodui.
Pak —3=—2k+q N —4=—k+q. = - .

Resenim této soustavy dostaneme
k=-1, q= —5.
Linedrni funkce pak je

y=—— 0.

Pro y € (—6;0) dostaneme krajni body tsecky
[1;—6], [-5;0].
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Priiklad 7.2 Nakreslete grafy téchto funkci:
@) fit y=—u+3
Funkce je definovana pro kazdé x € R, grafem linedrni zdvislosti je primka.
H(f;) =R
Zvolime x1 =0 = y; =3, dale yo =0 = x5 = 3.
Tyto priuseciky se souradnicovymi osami ndm urci primku.
b) fo: y=2x+1 prox € (—0,5;2)
Pristusnd dsecka md krajni body [—%;0] a [2; 5]
D(f2) = (=05;2), H(f2) = (-0;5)
y y
\ 5

3

fity=—z+3 fory=20+1

Piiklad 7.3 Nakreslete graf funkce y = |z| — 2|x — 1| + |z — 2|.
Resent:

Body x = 0,1,2 rozdéli osu x na ¢tyri intervaly a uréime tvar funkce y v jednotlivych
intervalech:
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(—00;0) (0;1) (1;2) (2; 00)
|| —x T x x
=2z —1] | =2(—x+1) | =2(—z+1) | —2(x—1) | =2(z —1)
|z — 2| —z+2 —z+2 -z +2 r—2
Y 0 2z 2v +4 0
y B
2,
y
X
-2 -1 0 1 2 3 4
] X

y=lz| =2z = 1|+ [z — 2|
7.2 Kvadraticka funkce
Kvadratickou funkci nazyvame kazdou funkci, kterd je dand predpisem
f:ry=ar’*+bx+c kdea,b,c € R, a#0.

Defini¢ni obor kvadratické funkce f je Dy = R.

Grafem kvadratické funkce je parabola s osou rovnobéznou s osou .

A v

fry=ar’+brx+c a<0 fry=ar’*+br+c, a>0
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Mame-li sestrojit graf kvadratické funkce
y = az® + bx + c,

vyjdeme ze zdkladni paraboly y = 22 a postupnymi transformacemi uréime souiadnice
vrcholu. Je také vhodné urc¢it pruseciky s osami.

3 3 9
Piiklad 7.4 Nacrtnéte graf kvadratické funkce y = Z:L’2 + 3% 1

Reseni:

3
Predpis upravime na tvar y+3 = ~(z + 1) a postupné sestrojime

4
3 3
Yy =2, o= (z+1)% y3 = Z(IL‘ +1) y = Z(:zc +1)* — 3 neboli y — 3 = 3(z + 1)2
y
-3 0 1 x 2 3 7 )
_1-
y1 = ?
y
Y,
/0475
3 B R ; ‘1
3
3 3 2
ys = 3(z +1)° y+3=ql@+1)

Obecné tedy:
Rovnobézngm posunutim paraboly y = ax?® do vrcholu V(m;n) dostaneme parabolu
y—n=alr —m)?

Osa paraboly zustdvd rovnobéznd s osou .
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7.3 Mocninna funkce

Mocninna funkce s prirozenym exponentem je funkce
fry=2",neNmn>2.

Defini¢ni obor mocninné funkce je D = R. Obecné je grafem parabola n-tého stupné.

Piiklad 7.5 Nacrtnéte grafy funkci

firy=a®=1, fory=(z =17 fory= 12" fa:y=I|a* -3

Reseni:

Upravime analogicky jako u kvadratické funkce:

fi:y+1=2a3 graf dostaneme posunutim grafu funkce y = x® do vrcholu V[0; —1].

fary+0=(z—1)% V[L0]

fa:y+0= i(x +0)*, V1[0;0]

f1: Nakreslime postupné grafy y, + 3 = x* a pak y = |y1].

37y

) 1 0

B,

y 1 y

2 Jl

fg,:y:}lx‘l fary =zt =3
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Priklad 7.6 Bez vypoctu rozhodnéte, které z éisel 439, 310 je vétsi.
Reseni:
Upravime 4300 = (43)100 3400 — (34)100,

0

Obé mocniny lze chdpat jako hodnoty funkce y = x'%.

Tato funkce je pro x € (0 : 00) rostouct, 43 < 3%, proto 4390 < 310,
Priklad 7.7 UvaZujme mnozinu vsech kvddru, jejichz délky hran jsou v pomeéru 1 : 2 : 3.

Urcete funkci vyjadrugici zavislost objemu kvadru na délce jeho nejdelsi hrany a nacrtnéte
jeji graf.

Resent:
Oznacme délku nejdelsi hrany b,
27V
pak a = g; c:gbpr0b>0.
Pak'V = %b3. ¥

2/9

o

M

Priklad 7.8 Urcete definicni obor funkci:

r—1
a)y=+v2ux—6 b)y:”x—l—l

Reseni:

a) Aby byla funkce y = v/2x — 6 definovand, musi byt 2x — 6 > 0, tedy z > 3.

Muzeme tedy psdt, Ze
D(f) =<3,0)

e . e . X
b) Definicnim oborem funkce bude Teseni nerovnice

120,x7£—1

Nulové body citatele a jmenovatele jsou * = —1 a x = 1.

Dostaneme
D(f) — (—OO,—l) U< 1700)
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Mocninna funkce s celym zapornym exponentem je funkce
fry=2"", neN

Defini¢ni obor této funkce Dy = R — {0}.

Grafem je hyperbola n-tého stupné.

Piiklad 7.9 Nakreslete grafy funkci fi :y = % afory= x%

Reseni:

&)

flzy:% fory=

Linearni lomena funkce je funkce dana predpisem

b d
Foy="""0 ydeabedeRa£ -2 40,
cx+d c

Defini¢ni obor této funkce je Dy = R — {—4}.
Nejjednodussi pripad nastane proa = d = 0, pak y = % a grafem je rovnoosa hyperbola.

V ostatnich pripadech dostaneme po tuprave

_e_a g7
Y C cC T+ %
y 3 3 d a VR
opét rovnoosou hyperbolu se sttedem v bodé S[——; =], asymptoty prochézeji stredem a
¢ c

jsou rovnobézné s osami souradnymi.
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k
Piiklad 7.10 Nakreslete graf funkce f:y = — (neprimd imérnost).
T

Reseni:

f:y:§k>0 f:y:§k<0

Priklad 7.11 V kartézském souradnicovém systému nakreslete graf funkce

11—z
f'y_x—Z'
Resent:
1— 2—-2 - 2—-1 1 —1
Upravime y = Tt _ Tt =—1—— tedyy+1=——.
x—2 x—2 r—2 x—2

Asymptoty prochdzeji bodem S[2; —1].

Muzeme urcit pruseciky se souradnicovymi osami: X[1;0], Y'[0; —0,5]

S[2,-1]
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7.4 Exponencialni funkce a logaritmicka funkce

Exponencialni funkce o zakladu a >0 A a # 1 je kazd4a funkce
fry=a".

Definiéni obor této funkce Dy = R.

Obor hodnot H; = (0; 00).

Pro pripad a = e dostaneme prirozenou exponencialni funkci.

Graficky:

y y y

y=a", a>1 y=a* 0<a<l y=-e"
Inverzni k exponencialni funkci y = a* je:

Logaritmicka funkce o zakladu a > 0 A a # 1. Znacime

fry=log,x.
Definiéni obor Dy = {z € R,z > 0}.
Obor hodnot Hy = R.

Pro zédklad a = e dostaneme prirozené logaritmy, které pouzivame nejcastéji.

Graficky:

y=log,x, a>1 y=log,z, 0<a<1 y=Inx
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Priklad 7.12 V téZe kartézské soustavé souradnic nacrtnéte grafy funkci:
FL=27 fo=27" f3=2"42"qa fy=2" — 27",

Reseni:
Sestavime tabulku pro ziskani nékolika funkénich hodnot:

x 2| -1]01|2
27 Lill)2)4
2% | 4 | 2 1]}
e EAEIDHE
e[| -3 [o[3[%
y
0 X

Priklad 7.13 Nacrtnete grafy funkci:
a)y=2lr+1]-3lz—1], z€R b)y=|z|+z, xR
c)y=+/(x—1)2 z € (=3;00)

fa)y=x—5x € (—o0;—1); y=br—1L,z e (—1;1); y=—z+5,z € (1;0);
b)y=0,2 € (—00;0); y =2z, z € (0;00);
cy=—-x+lLze (=31 y=x—1z¢€ (l;00)]
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Priklad 7.14 Upmvou rovnice paraboly urcete souradnice vrcholu a priseciky Py a Py s

osou Og, prisecik Q s osou O,.

a)y=2x*—4xr —6 b)y = —x* + 4o

fa) y = 2(x —1)* — 8,V[1; —8], Pi[—1;0], P[3; 0], Q[0; —6];

b) y

Priiklad 7.15 Sestrojte graf linedrni lomené funkce:

_2r-—1 _1+4x 2x

_ b _
a)y r+1 )y T )y 24x

Priklad 7.16 Najdéte vsechna p € R, pro néz exponencidlni funkce (

a) rostouct,

b) klesajict.

—(z — 2)? + 4, V[2;4], P,[0; 0], P,[4;0],Q[0;0] ]

p xj.e
p+2

[a) p € (—o0;=2); b) p € (0;00) |

Priklad 7.17 V téZe kartézské soustavé souradnic nakreslete grafy funkci:

(l) Yy = 175x7 Yy = 175|$|’ Yy = 175—\x|7 Yy = _175|I‘
b) y =logzz, y =logs(x —2), y =logz(z +2), y =2 — logg x

Piiklad 7.18 Najdéte definicni obor téchto funkci:

a) y = log,(x + 3) b) y = logz x* c) y = logs(—z)
x—2
d)y=In e)y =logs V4 —x fy=+/logsx

z+1

h)y=1In Vite—yl-z

g)y=log. /375 Vitor/i-s

10

Ja) (=3;0); b) x € R x
d) (—o0; =1) U (2;00); €) (—00;4); f) (1;00); g)

Piiklad 7.19 Najdéte definicni obor ndsledugicich funkci:

a)y=+—a2+ Tz — 12 b) y = 2V9~"" 4+ log(3z — 5)

T+ 2 1
c)y = +In(xz+2) d)y=
)y (Vi ( ) d)y T

e)y:,/l—log;—i )y =+vVa22+ 2z +10+ /log (2 + 5)

[a) (3;4); b) (2:3); ¢) (1;00); d) (—o0; —=3) U (3;00); €) (—

37

9

;1); f) (=2;00)]

110
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8 Vlastnosti funkce jedné proménné

8.1 Vlastnosti a druhy funkci
Suda funkce, licha funkce

Necht je f funkce definovdna na mnoziné D(f) C R, takova, ze pro kazdé = € D(f) je
také —z € D(f).

Rikdme, ze funkce f je suda funkce, jestlize pro kazdé = € D(f) je f(z) = f(—z).
Rikéme, ze funkce f je licha funkce, jestlize pro kazdé = € D(f) je f(z) = —f(—=).
Graf sudé funkce je soumérny podle osy y, graf liché funkce je soumérny podle pocatku.
Priklad 8.1 Zjistéte zda funkce :

a)y=2>  by=2" cy=(z-1)

je sudd nmebo lichd.

Resent:

a) D(f) =R, f(—x) = (—x)* =2 = f(x). Funkce je sudd.

4]
3/1() = ()
:
1
o X _j -0 1 X 9

Obrazek 8.1: Suda funkce
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Obrazek 8.2: Licha funkce

b) D(f) =R, f(—z) = (—x)® = =2 = — f(x). Funkce je lichd.
o) D(f) =R, f(-2) = (=1’ = (z+ 1) # f(z), (x+1)*# f(-2).

Funkce neni ant sudd ani lichd.

Periodicka funkce

Funkce f se nazyva periodicka funkce, pravé kdyz existuje takové realné ¢islo p # 0,
ze pro kazdé = € D(f) je také x+p € D(f) a plati

flx+p)=[f(z)
Cislo p se nazyvé perioda funkce f.

Plati-li, ze p je perioda funkce f, potom plati, ze

flz+ kp) = f(z)

pro kazdé =z € D(f) a kazdé celé k. Ma-li tedy periodickd funkce f periodu p, pak
také kazdé ¢islo kp, (k # 0, celé) je rovnéz periodou funkce f.

Nejvyznamnéjsimi piiklady periodickych funkei jsou goniometrické funkce.
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y =sinx, perioda p =27 y = cotgx, perioda p=r
Omezena funkce

Funkce f se nazyvéd zdola omezena na mnoziné M C D(f), prave kdyz existuje
takové redlné ¢islo d, ze pro vsechna x € M je f(z) > d.

Funkce f se nazyvd shora omezend na mnoziné M C D(f), prave kdyz existuje
takové redlné ¢islo h, ze pro véechna = € M je f(x) < h.

Funkce f se nazyvd omezend na mnoziné M C D(f), praveé kdyz je zdola omezend
a shora omezend na mnoziné M.

Monotonni funkce

Funkce f se nazyva rostouci na mnoziné M C D(f), pravé kdyz pro kazdé dva
prvky x1,z90 € M plati:
Je-li &1 < a9 pak f(z1) < f(x2).

Funkce f se nazyva klesajici na mnoziné M C D(f), praveé kdyz pro kazdé dva
prvky x1,20 € M plati:
Je-li &1 < a9 pak f(z1) > f(x2).

Funkce f se nazyva neklesajici na mnoziné M C D(f), praveé kdyz pro kazdé dva
prvky x1,x0 € M plati:
Je-li 21 < xo pak f(z1) < f(xg).

Funkce f se nazyva nerostouci na mnoziné M C D(f), pravé kdyz pro kazdé dva
prvky x1,z0 € M plati:
Je-li z1 < xo pak f(z1) > f(xg).

Rostouci a klesajici funkce se souhrnné nazyvaji ryze monotonni funkce na mnoziné
M:; nerostouci a neklesajici funkce se souhrnné nazyvaji monotonni funkce na mnoziné

M.
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8.2 Inverzni funkce

Funkce f s definicnim oborem D(f) se nazyvé prosta funkce praveé kdyz pro kazdou
dvojici x1, 29 € D(f), x1 # w2 Plati f(21) # f(22).

Je-li f prostd funkce s definiénim oborem D(f), a oborem hodnot H(f), potom k
tomuto zobrazeni existuje zobrazeni inverzni, které je opét prosté a zobrazuje mnozinu
H(f) na mnozinu D(f). Je to funkce inverzni k funkci f a znacime ji f~'.

Plati, ze D(f~')=H(f) a H(f™")=D(f) a == f~(y) pravé kdyz y = f(x).

Graf inverzni funkce f~! je soumérny s grafem funkce f podle piimky o rovnici y = .
Priklad 8.2 Urcete funkci inverzni k funkci f:y = 3x + 2.

Reseni:

Funkce f je linedrni a je prostd.

3
| = X
27 y
y/ |
1]
3

Obrazek 8.3: Inverzni funkce k funkci f:y =3z + 2

Inverzni funkci budeme hledat tak, Ze zaménime x a y a z nové rovnice vyjadrime y.
flix=3y+2

Z toho fliy=1i(z-2).

1
3
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Pro defini¢ni obor inverzni funkce plati, ¢ D(f~') = H(f) =R.
Priiklad 8.3 Urcete funkci inverzni k funkcim :

2x — 5

rz—1

a)y = In(2z + 8) b)y =
Resent:

a) Definiénim oborem funkce bude reSeni nerovnice 2z + 8 > 0.
Dostaneme D(f) = (—4,0).

Funkce [ je logaritmickd funkce sloZend s linedrni. Je to funkce sloZend ze dvou prostijch
funkct, tedy je 1 f prostd funkce.
Zaménime x a y a z této nové rovnice vyjddrime .

iz =In(2y +8)

Inverzni funkce k logaritmické funkci je exponencidlni funkce. Aplikujeme tedy exponencialni
funkci na obé strany rovnice a dostaneme:

e’ =2y +8 e" —8=2
Proto inverzni funkce k funkci f:y = 1In(2x + 8) je funkce

_1. _ex_8
Ty = 5

Pro definicni obor inverzni funkce plati, Ze
D(f™) =R,
a pro obor hodnot inverzni funkce plati, Ze
H(f™") = D(f) = (4, 00).
2 —5
x—1
Mizeme tedy psat, Ze D(f) = (—o0,1) U (1,00).

b) Aby byla funkce y =

definovand, musi byt x # 1.

Funkce f je linedrni lomend funkce, a je i prostd (grafem této funkce je hyperbola).
Pro vypocet inverzni funkce zameénime v zaddni funkce x a .

2y —5
fliax= Y
y—1
rly—1)=2y—5 = ay—x=2y—5 = ay—2y=x—-5 = ylr—2)=x-5
_1' _.T—5
/ T

Pro definicni obor inverzni funkce plati, Ze x # 2.
D(f_l) = (_0072) U (27 OO) = H(f)7
a pro obor hodnot inverzni funkce plati, Ze

H(f™") = D(f) = (—00,1) U (1, 00).
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8.3 Limita a spojitost funkce

Funkce jedné proménné f:y = f(z) ma v bodé a € R limitu L € R jestlize v ptipadé,
kdy se hodnota = blizi k ¢islu a funkéni hodnoty f(x) se blizi k hodnoté (limité) L.

K vyjadreni blizkosti dvou bodu x,a € R pouzivame v matematice pojem okoli bodu.

r-okolim bodu a (a,r € R, r > 0) oznacovanym U (a;r) se rozumi otevieny interval
U(a;r)=(a—r,a+T)

Cislo r > 0 se nazfva polomér okoli U(a;r). Misto U(a;r) se nékdy pise Ul(a),
pokud hodnota poloméru okoli neni v dané situaci podstatna.

Rikdme, ze funkce f md v bodé a € R limitu L € R, pravé kdyz ke kazdému
libovolné zvolenému e-okoli U(L;e) bodu L existuje d-okoli U(a;d) bodu a takové,
ze pro vSechna x # a z U(a;0) piislusné hodnoty f(z) jsou ve zvoleném okoli U(L;¢).

Symbolicky pak piseme: lim f(z) = L.
Symbolicky zapis definice vlastni limity funkce ve vlastnim bodé:

limf(x) =L & Ve>030>0Ve € D(f):x € Ul(a;d) = f(z) € U(L;¢).

r—a
Plati, ze funkce f m& v bodé a nejvyse jednu limitu.

Kazdé zakladni elelmentérni funkce f mé v kazdém bodé definiéniho oboru D(f) limitu
rovnou funkéni hodnoté v tomto bodeé.

Véta o limité souc¢tu, rozdilu, soucinu a podilu funkci.

Maji-li funkce f,g v bodé a € R limity, tj. existuji-li limity lim f(z) a lim g(z), pak
maji v tomto bodé limity i funkce f+g¢g, f—g, fg, c¢f kde c € R je konstanta , a je-li
lim g(z) # 0, také funkce = a plati:

r—a g

lim (f(z) 4 g(z)) = lim f(z) + lim g(z)

r—a r—a

lim (f(z) — g(z)) = lim f(z) — lim g(z)

r—a r—a r—a

lim(f(z) - g(a)) = lim (z) - m g(a)
lim(e- f(x) = c- lim f()

lim f(zx) _ lim, ., f(x)
v—a g(z)  limg—q g(2)
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Priiklad 8.4 Urcete limity funkci:

1
a) lim(x* — 52+ 7) b) lim (1 — cosx) ¢) lim T

z—1 z—0 z——1 1 —1
Reseni:

a) Funkce f:y=ax*—5x+7T je polynomickd funkce, kterd je definovina na celém R,
tedy © v bodé x = 1. Dostaneme:

lim2® — 52+ 7=1"—5-147=3

Podobné postupujeme i v édsti b) a c).

b) lim (1 —cosz)=1lim 1—lim cosz=1-1=0

x—0 z—0 x—0

9 lm x+1_xli”_11x+1_—1+1_0
a—-1 g —1 hmlx—1*—1—1*=

Pro vypocet limit funkce se ¢asto pouzije tato véta:

Jestlize pro dvé funkce f,g plati, ze pro vSechna x # a =z jistého okoli bodu a je
f(z) = g(x), potom lim f(z) existuje, pravé kdyz existuje lim g(z) a plati

lim f(z) = lim g(z).

r—a r—a

Priklad 8.5 Urcete limity ndsledujicich funkci:

o P4 —2 . tgx+sinx ) 2—vzr+9
a) lim —— b) im ——— ¢) im —————
z—1 r—1 z—0 sinx z——5 r+5
Resent:
2+ —2

a) Funkce f:y= ]

provést nasledujict upravu:

neni v bodé x =1 definovana. Muzeme vsak v R — {1}

P4 zr—-2  (z-1)(z+2)
-1 r—1

f(z) =z+2=g(z)

Danou limitu pak vypocteme uzitim posledni véty:

2y 2 (w42
g S 02 gy, B DEFY 9 —12-3
rx—1 ,Qj'—l r—1 aj—l r—1 —
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b)
t . sinz + gi gi 1 + 1 1
TN il LTI S D I L et SN IR S I BB
z—0 sin x z—0 sin z—0 sin x z—0 "COST 1 =
¢) Lomeny viraz rozsirime dvojclenem 2 + v/x + 9.
2—Vzr+9 2—Vx+9 24+vVz+9 4—(x+9)
————— = lim . = lim =
e—-5 x+5 r——5  xT+5 2+vVr+9 -5 (z+5)(2+Vz+9)
—(x+5) ’ -1 —1 1
m = lm = _—
e==5 (x+5)2++vVx+9) =5 2+Vx+9 24++/-5+9 _4

Rikdme, ze funkce f, kterd je definovand v okoli bodu a € R je spojitd v bodé a,

praveé kdyz existuje lim f(z) a plati

lim f(@) = (o)

Obrazek 8.4: Spojita funkce v bodé a
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y 1]

Obrazek 8.5: Funkce neni v bodé a spojita, ma v tomto bodé skok

Obrazek 8.6: Funkce ma v bodé a nevlastni limity

Piiklad 8.6 Zjistéte zda je funkce :

3 .
a)y = 33 b)y = x’sinx )y = SIne d)y=e€"cosx
sin x

suda nebo licha.

[a) sudd b) lichd ¢) ani sudd ani lichd d) ani sudd ani lichd |
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Priiklad 8.7 Urcete funkci inverzni k funkcim :

_2x+1
31 —6

a)y=3xr—4 b) y =10"+5 c)y

fa) (x +4)/3b) log(x —5) ¢) (6x+1)/(3z —2)]
Piiklad 8.8 Najdéte priklad (nacrinéte graf) funkce, kterd je :
a) omezend zdola na svém definiénim oboru
b) omezend shora na svém definicnim oboru
c¢) omezend shora i zdola na intervalu (0,5)
d) rostouci na svém definicnim oboru
e) klesagici na intervalu (—6,0)
f) periodickd na svém definicnim oboru
g) prostd na svém definicnim oboru

h) nent prostd na svém definiénim oboru

Priklad 8.9 Urcete limity funkci:

2 2
o, 2?25 iy L =9z +6
a) im(52° —6r+7)  b) lim ———= <) lim ——or—y

Ja) 6, b)10, ¢) 1/8]

Priklad 8.10 Vypoctéte limity funkci:

Vaz+1-1 ) z—3 AT +2-2

lim —— b) im ——— lim ———
a) xgr(l) €T )xl—% ver+1-—2 C) xl—% ve+T7-—3
[a) 0, b)4, ¢) 3/2]
Piiklad 8.11 Vypoctéte limity funkci:

: . .t a? V24T -4
a) mh_{% (1 +sinx) b) }:13(1) s c) 31:15% 2 5556

[a) 2, b) —1/2, ¢) 3/4]



Fakulta elektrotechniky a komunikacnich technologii VUT v Brné 63

9 Derivace funkce
9.1 Geometricky a fyzikalni vyznam derivace

Je-li funkce definovéna v okoli bodu xy a existuje limita lim —f(x) — f(zo)

, nazyvame ji

derivaci funkce f v bodé zj. Znacime ji f'(x).

Ma-li funkce f derivaci v kazdém bodé =z jisté mnoziny M, potom funkci

fry=[f(x), vreM

nazyvame derivaci funkce f na mnoziné M.

Geometricky vyznam derivace

Derivace funkce f'(xo) predstavuje geometricky smérnici tecny ke grafu funkce v bodé
[0, f(x0)]. Existuje-li v bodé g derivace funkce f, pak tecna ke grafu funkce f v bodé
[0, f(x0)] mé rovnici

Yy — f(ffo) = f/($o)($ - l’o)-

4
] //

37 /,//
i P -
] rd

5] -

O, T

1; ////, //// f(X)
| P e -

—t+ 0] 1 2x0 3 4 5
1

Obrazek 9.1: Geometricky vyznam derivace
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Priklad 9.1 Uréete rovnici tecny ke krivce y=x*> —1 v bodé [2,3] .

Reseni:

oy re
Obrazek 9.2: Tetna ke kiivee y = 2* —1 v bodé [2, 3]
Pro smérnici tecny v bodé [2,3] plati
2_q_ —9)(z 42
b yf(2) = im0 B2
z—2 (:L’ — 2) z—2 (:l: — 2)

Po dosazeni do rovnice teény y — f(xo) = f'(xo)(x — xo) obdrzime

y—3=4(x—-2) tj. dr—y—-5=0.

Fyzikalni vyznam derivace

Je-li dana funkéni zavislost hodnot néjaké fyzikalni veliciny na case, pak jeji derivace
vyjadiuje okamzitou rychlost zmény hodnot této veliciny.

Necht s = s(t) je rovnice drdhy pfimocarého pohybu hmotného bodu, pricemz ¢ znaci
¢as métreny od jistého pocatecniho okamziku a s znaci drahu, kterou hmotny bod urazil
po primce od zvoleného pocatecniho bodu.

Derivace drdhy s(t) podle ¢asu t pro t = t, definuje okamzitou rychlost pohybu
hmotného bodu v ¢ase t.

_ 1 s(t) — s(to)
v(ty) = s'(tg) = tlljg BT
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9.2 Vypocet derivace

Tabulka 9.1: Vzorce pro derivace elementarnich funkei

Funkce f Vzorec pro derivaci funkce f | Podminky platnosti vzorce
y=c, (ceR) d=0 x € (—00,00)
y=a", neN (z) = nan? x € (—00,00)
y=a1a", r € R, (z") = ram! z € (0,00)

y=e" (") =e” x € (—00,00)
y=a" (a®) =a"Ina x € (—00,00)

y=1Inx (nz) =1 z € (0,00)

y=sinx (sinz) = cosx x € (—00,00)

Y = cosx (cosz) = —sinx x € (—00,00)

y=tgux (tgzx) = (Coslx)Q v#2k+1)%, keZ

y = cotgx (cotgz) = —(Sinlx)2 x#kn, kel
Priklad 9.2 Zderivujte funkce :
a)y = % b)y=Vu
Reseni:
Qy=g=a sy = (= Dy =) = et =
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Vzorce pro derivaci souctu, rozdilu, soucinu a podilu funkce

Jestlize funkce f:u = f(z), ¢g:v = g(x) maji derivaci v kazdém bodé z € M | pak plati
nasledujici vzorce pro vsechna z € M (u podilu za predpokladu, ze g(x) # 0):

(wv) = u'v +uv'

(cu) =cu', ceR

(=) =—F%— v#0

u,  uv—u
v v?
Priklad 9.3 Vypoctéte v pripustnych bodech derivace funkci danych predpisy:

r+1
r—1

a)y=>5zt—6e" b)y=622—x c)y=(rx—1)(2>+3x—-5) d)y=
Reseni:
a) y = 2023 — 6e”

11
b)Y =122 — ——

2x

¢) Pri derivovdni této funkce pouzijeme vzorec pro derivovdni soucinu.

Y =(@*+3x-5)+(x—1)2r+3)=2+3x—-5+22+ 3z —2r —3 =32+ 42 — 8

d) Pri derivovdni této funkce pouzijeme vzorec pro derivovdni podilu.

,:(x—l)—(x+1) —2

(@—-12  (z-1p

Vzorec pro derivaci slozené funkce

Jestlize je ddna funkce F: y = f(g(x)) , pficemz vnitini funkce ¢ mé derivaci v kazdém
bodé = € M a vnéjsi funkce f mad derivaci f’ v kazdém odpovidajicim bodé u = g(x),
pak slozend funkce F' = f o g ma derivaci F’ v kazdém bodé = € M, pro niz plati:

F'(z) = f'(u)g'(x).

Priklad 9.4 Vypoctéte derivace funkci:

2

a)y = In(x? —8) b)y=e"sin®r  c¢)y=In<H

z—1

Reseni:
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, 1 2z

)y :x2—8.(2x_0):x2—8

b)y = e®sin®z + e"2sinz cosz = e*sinz (sinx + 2 cos 1)

C)y—x_ﬂ (z — 1)2 To+1l (z—12 (@—-D(@+1) 22-1

T

;1 (x-1)—(x+1) x-1 -2 -2 -2

Vzorec pro derivaci inverzni funkce

Jestlize funkce f~': y = f~Yz), € (a1,b1), je inverzni funkce k funkci f: y =
f(z), = € (ag,bs), kterd je na intervalu (ag,bs) spojitd a ryze monotonni a mé na ném
nenulovou derivaci f’, pak také inverzni funkce md na intervalu (a,b;) derivaci (f~'),
pricemz plati:
1
(f (@) = oy
S =)

Priklad 9.5 Uréete rovnice tecen ke krivce y = a3+ x? — 2z v jejich prisecicich s osou
T.

Reseni:

Priseciky dané krivky s osou x uréime Fesenim rovnice x° + x? — 2x = 0. Rowvnici
prevedeme na soucinovy tvar

z(z—1)(z+2)=0
a dostaneme koreny xy = —2, xo =0, x3 = 1.
Hledame tedy rovnice tecen dané krivky v bodech Ty = [—2,0], Ty, = [0,0], T3 = [1,0].
Pro smérnici teény v libovolném bodé [xq,y(xo)] plati

k=1(x).
Protoze
Y (z) = 32° + 22 — 2,
dostaneme
k= (z0) = 302 + 2z — 2.

Smérnice tecen uvaZované krivky v bodech Ty, Ty, Tz jsou

k1 =1y'(=2) =6,
]{32 = y/(O) == —2,
kg = y,(l) 3.

Po dosazent do rovnice teény y — f(x¢) = f'(zo)(x — zo) obdrzime

proTy =[-2,00ak;=6: y=6(x+2) tj.6x —y+12=0

Ty =10,0], ko =—-2: y=—2x tj. 2z +y=0
T3=1[1,0], k3=3: y=3(x—1) tj. 3x —y—3=0.
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6
] y = f(x)
41
y |
2]
-3 2 1 DN x 2 3
2

Obrazek 9.3: Tecny ke kiivee y = 2® + 2% — 22 v jejich prisecicich s osou x

9.3 L Hospitalovo pravidlo

K aplikacim diferencialniho poctu patii metoda vypoctu limit pomoci derivaci.
Vyjadiuje ji 1" Hospitalovo pravidlo:

Necht funkce f,¢g maji v bodé zg € R funkéni hodnoty f(xy) = g(xg) = 0 a necht

/
existuje lim f/(:r)' Potom existuje také lim f(z)
5 @) o g(a)

m f'() = lim @
o gl@) e g(a)

a plati

Poznamka. L "Hospitalovo pravidlo plati i v pifipadé, kdy funkce f a ¢ maji v bodé
o € R nevlastni limitu, tzn. plati:

!/
Jestlize lim, ., f(z) = lim,_,, g(z) = 0o a existuje lim f,((xg’ potom existuje také
z—zo ¢'(x
lim f() a plati

lim () = lim f(@)
z=w0 g'(x)  a=w0 g(x)
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Piiklad 9.6 Uzitim | "Hospitalova pravidla vypoctéte limity funkci:

in 2 1 341
a) lim ST b) lim ne ¢) lim T
z—0 sin bz z—oo 2 + 6 T——1 1o +1
Reseni:
. sin2x . (sin2z)" . 2cos2x  2cos0 2
a) lim — = lim — = lim = = -,
e—~0sindr  2—0 (sinbx)’ 2—-05cosbr  5cos0 5

Inz (Inz)’ 1 1 1 1
b) li =lm ———=1lm *=1Ilm--—=--0=0
) Jim — 16 aoomo (221 6)  wom2r  aow2 22 2 =
.o+ . (B R
¢) lim = lim ——= = lim — = —
z——1 5 +1 z——1 (I5 + 1)/ z——1 Hrt é
Priklad 9.7 Vypoctéte derivace funkci:
3 2/ 2 ) r—2
Wy=mt—Te  Dy=eWE-1) gy=t0 dy= 1

a) 3mz? — 7, b) €*(2* + 22 — 1), ¢) (—z —10) /2>, d) 4/(x + 2)?]
Piiklad 9.8 Urcete derivaci funkci:

1 .
a)y = Vsinz b)yzi(x—sinxcosx) c)y =en® d) y = cose”®

[a) cosx/2v/sinz, b) sin®x, ¢) e cosw, d) — e®sine?]

—

T2 —

2
Priklad 9.9 Urcete rovnici tecny ke grafu funkce f: y= f vbodée T =1[1,7].
2r—9y+1=0]

Piiklad 9.10 Uréete rovnice tecen ke krivece y = x® + 22 — 6x v jejich prisecicich s
0sou x.

bz —y+45=0, 6x+y =0, 10z —y—20=0/

Priklad 9.11 UZitim [ "Hospitalova pravidla vypoctéte limity funkci:

5 sin 8z B 1 2r — Tx? )l x+1
a) lim im ——— ¢) lim ——
2—0 31 z—oo 1246 e——1\/x +5—2

fa) 8/3, b) — 7, ¢) 4]
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10 Goniometrické funkce

10.1 Obloukova mira

V matematice, ve fyzice a v technické praxi se pouziva na urcovani velikosti thlu tzv.
obloukova mira.

Je dan dhel ABC. Sestrojime kruznici se sttedem v bodé B, (ve vrcholu dhlu). Jestlize
r je polomér kruznice a s je délka oblouku kruznice uvnit thlu ABC, potom velikost

tohoto dhlu je 2 radianu.

/ABC = 2 rad.

r

Toto ¢islo nezavisi na poloméru kruznice.

Priklad 10.1 Vyjadrete whel 15° v obloukové mire.

Resent:
o . : , ., . 27r
Kruznice ma délku 2mr a velikost whlu 360° v radianech je — = 2.
r
2 s o
Z toho 1° = — = —— radidna.
360 180
T 7
Tedy 15° =15 — = —.
ey 157 =15 155 = 1

Déle budeme pracovat s orientovanymi thly. Orientovany tihel si muzeme predstavit
jako pocétecéni a koncovou polohu polopiimky (nejlépe kladné poloosy O,) otécejici se

kolem svého pocatku a to v jednom ze dvou navzdjem opacénych smysli. Bud proti po-

hybu hodinovych rucicek, tak dostaneme kladné thly (napi.7, 6, atd), nebo ve sméru

hodinovych rucicek a tak dostaneme zdporné tihly (napi.—-5, —4m, atd).
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10.2 Goniometrické funkce

V kartézské souradnicové soustavé sestrojme kruznici o stfedu v pocatku a poloméru 1.
Uvazujme orientovany thel o velikosti ¢ radianu jehoz vrchol je v poc¢atku a pocatecni
rameno kladna poloosa x. Druhé rameno protne kruznici v bodé P. Potom definujeme
kosinus thlu ¢ jako xz-ovou soutadnici bodu P. Oznacujeme cos ).

Podobné y-ova souradnice bodu P se nazyva sinus uhlu ¢. Oznacujeme sin 1.
Obeé funkce jsou periodické, jejich nejmensi perioda je 27.
Definiénim oborem obou funkei je R, oborem hodnot je (—1;1).

Grafem je sinusoida (kosinusoida).
Snadno se d& ukazat, ze pro kazdé x € R plati cosx = sin <m + g) .

y

1

\

Yy =sinx Y = COST
Funkce f:y =sinz, Vo € R je liché: sin(—z) = —sinz.
Funkce f :y = cosz, Vo € R je suda: cos(—x) = cos x.
Tangens je funkce, kterd kazdému redlnému ¢islu x, pro néz je cosx # 0, priradi ¢islo

sinx

tgxr = .
cosx

Definiénim oborem této funkce je D = {x € R,z # %W, kde k je celé ¢islo }.

Oborem hodnot je H = R.
Kotangens je funkce, ktera kazdému realnému ¢islu x, pro néz je sinx # 0, prifadi ¢islo

COS T

cotgx = — .
sinx

Definiénim oborem této funkce je D = {x € R,z # km, kde k je celé éislo }.
Oborem hodnot je H = R.
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0 X
0 X
y=tgx Yy = cotgx
Funkce tgz a cotgx jsou periodické funkce s periodou 7.
Obeé funkce jsou liché: tg (—x) = —tgx a cotg (—x) = —cotg x pro vSechna x z definiéniho

oboru.

V naésledujici tabulce jsou vypocteny hodnoty goniometrickych funkei pro néktera x €
(0; 27), které je vhodné si pamatovat.

Tabulka 10.1: Hodnoty goniometrickych funkci pro nékteré dulezité uhly

0 5§ |55 [5|™ |5
sinz | 0 % ? ? 110 | -1
cosz | 1 § g % 0|—-11] 0
tgz |0 2| 1|V3 0
cotg x V311 @ 0 0

Dale uvedeme nékteré dulezité vzorce, které budou uzitecné pii feseni tloh souvisejicich
s goniometrickymi funkcemi.

Pro kazdé z € (O; g) plati:

sinx = sin(r — z) = —sin(7 + z) = —sin(27 — x)
cosx = —cos(m — x) = — cos(m + x) = cos(2m — x)
tgr = —tg(m— ) ; cotgx = —cotg (m — x)

Priklad 10.2 Vypocitejte hodnoty goniometrickijch funkci v danych bodech :

) 2 25
a)a—gﬂ b)a——gw C)Oé—ZW
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Reseni:
a) o =2 =21 — 37
sin(2r — ir) = —sin(in) = -2 = sina=-%

cos(2m — 3m) =cos(3m) =5 = cosa =

SlIlOt _ __ Cosox __ \/g
tga = =3 cotga = 5= = —%°

COs «x

b) a =—2m

Funkce sin x, cosx jsou periodické s periodou 2. Plati:

sin o = sin(av + 2m) = sin 37 = sin(7 + 37) = —sin(37) = —

vl

cos o = cos(a + 2m) = cos 37 = cos(m + 37) =

|
ol

_ sina _ _ _ V3
tgafwfﬁ cotgaf@ﬂf;

COs «x sin o«

)a=32r

sin(22m) = sin(3m 4 6m) = sin 37 =

cos(B7m) = cos(im 4+ 67) = cos ir =
() (i i

ol [l

Dilezité vztahy a vzorce
Pro kazdé realné x plati:
sinx 4 cos’x =1
Pro kazdé redlné = a celé k, z # k- § platf:
tgx-cotgxr =1
Funkce dvojnasobného a poloviéniho argumentu
Ve € R: sin2z = 2sinz cos x;

Vr € R: cos2z = cosix — sin’z

/1—(:083:
1
VeeR: cos— =\ +COS£

VereR: sm

NJlH
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Souctové vzorce
Va,y € R: sin(x +y) = sinz cosy £ cosxsiny

Va,y € R: cos(x +y) = coszcosy Fsinzsiny

. . . T+ x—
Vr,y € R: sinx + siny = 2sin 2ycos 2y
‘v’x,yER:sinx—siny:2cosx;ysinxgy
r+y r—y
Ve,y € R: cosx + cosy = 2cos 5 cos 5
Vr,y e R: cosx—cosy:—Qsinx;ysinx;y
’ T 2 1Ftgx-tgy

5
Priklad 10.3 Vypocitejte cos ="

Reseni:

5 T T T T T
cos—m =cos|— + —) = cos —cos— — sin — sin —

12 4 6 4 6 4776
V2v3 V21 V6-V2
2 2 22 4

Piiklad 10.4 Vypoctéte hodnoty funkci cos o, sin(2a), tg(2ar), sin §, jestlize

Sina:%, 0<a<i.
Reseni:
9 4

| cos a :cosoz:\/l—sinzoé:,u_2_5:g
. . 2-3-4 24
sin(2a) = 2sinacosa = = —

25 25

16 9 7 sin(2a) 24
cos(2a) = cos” a — sin” « 55 55 = o7 g (2a) cosa) = T

. oz‘ e’ 1—% 1
sin —| = sin — = =4/ —
2 2 2 10

0< <7T:>0<O./<7T =
45 2 S 1
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10.3 Goniometrické rovnice

Goniometrické rovnice jsou rovnice, které obsahuji neznamou jako argument jedné
nebo nékolika goniometrickych funkei.

Piiklad 10.5 Vyreste v R goniometrické rovnice:

a) 2sin(3z) = /2 b) sin®x — cos?x = 0,5 c)2sin’xr —5cosx +1 =0
Reseni:

a) Upravime: sin(3x) = g

Funkce sinus mad kladné hodnoty v I. a II. kvadrantu.

3
Tedy 3x = % +2kmr vV 3z = vl +2km, k€ Z. Odtud

x:%jL;lm \% xz%%—gkﬂ,k‘ez
b) Upravime levou stranu rovnice:
sin?x — cos®x = —(cos> ¥ — sin? ¥) = — cos(2z).
Potom rovnice md tvar — cos(2z) = 0,5, tzn. cos(2z) = —0,5.

Funkce kosinus md zdporné hodnoty v II. a III. kvadrantu.

Pot0m2x:7r—g—|—2k7r v 2x:77+g+2k7r, ke 7. Odtud

1 2
:1::§7T+k7r \% :c:§7r+k7r,k€Z.

¢) Upravime levou stranu rovnice:

2sin®x — 5cosw + 1 =2(1 — cos’x) —5cosw + 1 = —2cos’x — Hcosx + 3

Potom rovnice md tvar —2cos®>x — 5cosx +3 =0 t.j. 2cos’x + 5cosz — 3 = 0.
Polozime y = cosx a dostaneme kvadratickou rovnici 2y* + 5y — 3 = 0.

Tato rovnice md koreny y; = —3 a ys = %

Protoze | — 3| > 1, feime jen rovnici cosx = 3.

Funkce kosinus md kladné hodnoty v I. a IV. kvadrantu. Dostaneme

1 5
ZL‘:§7T—|—2/{I7T \Y x:§7r+2k7r,k€Z.
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Priklad 10.6 Vypocitejte ndsledujici whly v obloukové mite:
a) a = 135° b) a = —75° c) a = 200°

[a) §75 ) — 357 ¢) 5]

Priklad 10.7 Vypocitejte hodnoty goniometrickych funkci sinxz, cosz, tgz, cotgx v
dangjch bodech :

7 21 5} 11
a)a:—gw b)a—zﬂ c)a—éﬂ d)a:—zw
[CL) _737%7_\/57_§; b) - TQa_§7171a C) %7_§7_§7_\/§7
d) — %2 211

Priklad 10.8 Vypocitejte hodnoty goniometrickych funkci sinx, cosx, tgx jestliZe plati,
e cotgr = =3 a x € (3m;2m).

V10 3+/10 1
[ S —3/

Priklad 10.9 Dokazte, Ze pro kaZdd dvé redlna cisla «, [ plati vzorce:
sino - cos § = 3[sin(a + B) + sin(o — )]
sina - sin 8 = $[cos(a — 3) — cos(a + )]
cos - cos 8 = 3[cos(a — 3) + cos(a + )]

[postupnym sectenim a odectenim souctovijch vzorci pro funkce sinus a kosinus/

Priklad 10.10 Vyreste v R goniometrické rovnice:

a) COS(J}—%):—7 b) 2cos’x —3cosz+1=0
sin x
() ——— =1 d) V3tglr —4dtgr+/3=0
)\/ﬁﬂow ) V3 tg g
e) 2sinz = V3 tgx f) sinx + cos2x =1
1
9) sin4x—cos4x:§ h) 1+ sinz = 2cos®x

@) B+ 2kw V 12w+ 2kw, k € Z; b) 2km vV & +2kw V 3w+ 2km, k € Z;

c) ;117r+2k7r V %7?+2k7?, keZ,d) 3 +kr VvV §+kr, keZ;

e) km V & +2km V %7?—1—2/6#, keZ; f)kr vV % +2kn V %T—i—?lmr, ke Z;

9) Z+kn V Irdkm, k€Z; h) T 42kn V 3x+2kr V 3n+2kr, k€ Z]
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< t 1
Piiklad 10.11 Reste v intervalu (0;2m) rovnici tgx + = 2+ V3.
gxr —

[5, 37]
2

< 3
Piiklad 10.12 Reste v intervalu (0; ) rovnici sin® z + tg’z = 5

[5]

Priklad 10.13 Upravte ndsledujici vyrazy pro kaZdé x € R, pro které jsou definovdny:

2sinx + sin 2x sin®x — sinx
a) Tz b) —————
cos? cos3 T — cos T
sin?z — tg 22 (sinz + cosz)?
c) d)

cos? x — cotg 2z 1 4 sin2x
[a)4sinx; b) cotgx; ¢) tglx; d) 1/
Priklad 10.14 Nacrinéte grafy funkci:

a)y=—sin(3r) b)y=1+cosg c)y=2+cotgr d)y=>5+2sin(x+ )
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11 Integral funkce jedné promeénné

11.1 Primitivni funkce

Pri feseni mnoha matematickych, fyzikalnich a technickych problému se setkavame i s
ulohou:

K dané funkci f najit na daném intervalu takovou funkci, jejiz derivace v tomto intervalu
se rovna f. Takova funkce F': (a,b) — R se nazyva primitivni funkce k redlné funkci na
intervalu (a, b) jestlize plati pro vSechna = € (a,b), ze

Primitivni funkce neni uréena jednoznacné. Pticteme-li k dané primitivni funkci kon-
stantu, dostaneme zase primitivni funkci. Primitivni funkci také fikdme neurcity integral
a piseme

/f(x)dx =F(z)+c.
Piiklad 11.1 Spoéitejte [ 3z*du.
Reseni:

(2%) = 3a?. Z toho plyne, Ze [3z*dr =2+ ¢, kde c € R.

P1i vypoctu neurc¢itého integralu se casto uzivaji nasledujici vlastnosti a vzorce:

Necht pro funkce f, g existuji neurcité integraly na (a,b) C R a necht k& € R, potom

/kf(x)dx: k/f(x)dx

@)+ g@yds = [ faydn+ [ gl

Priiklad 11.2 Vypoctéte integraly:

6d
a) Ta: b) /(7008:17 —e%) dx
Reseni:

Vime, Ze plati (Inz) = < pro x> 0; (sinz) =cosz a (e”) ="

Z toho plyne, Ze :

6d d
a) 26 —x:61nx+c,x>0
x T

b) [(Tcosz —e®) de =7 [cosxdr — [ e“dr = Tsinx — e* + ¢
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Tabulka 11.1: Vzorce pro integraci elementarnich funkei

Funkce f Vzorec pro neurcity integral | Podminky platnosti vzorce
y=0 JO0dz=c(ceR) z € (—00,00)
y=1 [ldz=x+c¢ x € (—00,00)

n _z.n+1
fx dr = o T

x € (—00,00)

y=x2", reR, r#£—-1 fm”da::’f,fll%—c x € (0,00)
y=1 [lde=n|z|+c z € (—00,0) U (0,00)
y=e" f@xdx:ex+c x € (—00,00)

y = a® fa" de =3 +c¢ T € (—00,00)

y =sinx fsinx dr = —cosx +c¢ x € (—00,00)

Y = COST [cosx de =sinz + ¢ r € (—00,00)
y:(coslx)Q fmdx:tgx—i—c r#(2k+1)%, kel

Priiklad 11.3 Vypoctéte integraly:

a) [(2x+1) dx

Reseni:

b) [(ba* —sinz) dx

¢) [Va3 dv

d) [3(e? +2/7) do

a) [Qr+1)de =2 ade+ [1de=2% +r+c=a’Fa+c

5

b) [ba* —sinw de =5 [2* dz — [sinz dx:5%—(—cosx)+c:x5+cosx+c
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- Lo, 25 2 o
¢) [Vaddr = fxzdx—3+1 te=cride=g () + ¢
d) [3(e” +2yx) de = [(3e* +6y/x) de =3 [e"dx + 6 [ x dx =

3e” + 61

2

1 2
11‘%+c:36‘”+6§V133+c:36’”+4\/133+0

Priklad 11.4 Vypoctéte integraly:

dx r+1 tgx
— b d d
%) / sin?z cos?x ) / NG v ‘) / sin2z

Reseni:

a) Funkci, kterou chceme integrovat nejdiive upravime. VyuZijeme vztah
sin®z + cos®x = 1.

Potom muzeme psdt
dx sin? z + cos® z sin? z cos? x

o 9 | aen s = el [ e da =
sin“x cos?x sin“x cos?x sin®x cos?x sin®x cos?x

1 1

dx + - dr =tgx — cotgx + ¢

2 2

cos? x sin® x

b)/x+1 /—dx+/—dx—/\/_dx+/—dx—

2 —
/x% dx—l—/:v_% dr = =x2 + 2172 +c:3v$5+2\/§+c

t sin x . 1 1
¢) 'gzv dr = | —82 ____ dy = &da:: dr = -tgx +c
sin 2z 2sin x cos T 2sin x cos? x 2cos? 2
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11.2 Urcity integral
Geometricky vyznam urcitého integralu

Meéjme nezapornou spojitou funkci f na < a,b > . Obsah obrazce ohraniceného grafem

0/ a05  1x 15 b 2

Obrazek 11.1: Urcity integral z nezaporné funkce y = f(x) na < a,b >

funkce f, osou x a rovnobézkami s osou y vedenymi body a,b mizeme spocitat pomoci
urcitého integralu:

b
P:/ f(x) de = F(b) — F(a)
kde funkce F' je primitivni funkci k f na < a,b >.

Podle stejného vzorce muzeme spocitat urcity integral z libovolné spojité funkce (ne nutné
nezaporné) na < a,b > .

Tento vztah se nazyva Newton-Leibnitztv vzorec:
b
/ f@) do = F(b) — F(a), kde F'(z)=f(z), 1€<ab>

Priklad 11.5 UZitim Newton - Leibnitzova vzorce vypoctéte:

a) f01(2:c —a?) de b)) [/sinzdr ¢ fozﬂ sine dv d) [;cosz dx
2

Resent:

a) Nejdriv spoéitame primitioni funkci k funkci f(x) = (22 — 2?).
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CCB
Dostaneme F(z) = [(2x — 2?) dv = 2* — % +c.

Potom podle Newton - Leibnitzova vzorce

/0(2:v—a:2) da::[mz—x——l—c](l):(1—§+c)—(0—0~|—0):(§~|—0)—c:

2

3
Vidime, Ze integracni konstantu c pri vypoctu urcitého integrdlu v bodé b pricteme a v
bodé a zase odecteme, proto ji ddle nebudem psdt.

b) [y sinz dx = [—cosz]f = (—cosm) — (—cos0) = —(—1) +1=2

) fo%sinx dr = [—cosz]§” = (—cos2m) — (—cos0) = —1+1=0

d) fgcosx dr = [sinz]; =sinm—sinf =0-1=_1

Vlastnosti urcitého integralu.
Véta o linedrnosti urcitého integralu.

Necht £, g jsou spojité na intervalu < a,b >, a ¢ a d jsou libovolné redlné konstanty. Pak

platf: b
| terte)+ dgta)) d /f d:c+d/ g(z) da.

Véta o aditivnosti urcitého integralu.

Je-li funkce f spojitd na intervalu < a,b > a c € (a,b), pak plati

/f m_/f M+/f

Véta o stfedni hodnoté.

Je-li funkce f spojita na intervalu < a,b >, pak existuje alespon jeden takovy bod ¢ €

(a,b), ze plati
/ f(x) dz = £(c)(b— a)

Cislo f(c) = / f(z) dz se nazyva stfedni hodnota funkce f na intervalu < a,b >

b—a
Piiklad 11.6 Vypoctéte integrdl fj’l |z — 1| du.

Reseni:
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Plati, ze
flx)=|z—1=2—1prox €< 1,00),

flx)=]r—1=—(x—1)=1—xprox € (—o0,1).
Proto pouzijeme vétu o aditivnosti urcitého integralu.

f_31 |z — 1| dx:f_ll |z — 1| dx+f13|x—1| dx:f_ll(l—x) dx—l—flg(x—l) dr =

o= 2]+ o2 —aff = (1= ) = (-1-D+(39-3) - (=) =2+ - (-}) =2+ 2

[T~

Piiklad 11.7 Spocitejte stredni hodnotu funkce f(x) = e® na intervalu < 0,1 > .
Reseni:
1 1

S:m i e dr = 1[e*]} = e —

—_

Piiklad 11.8 Vypoéitejte obsah rovinné oblasti ohranicené parabolou y = 4x — 2 a
050U .

ResSeni:

Parabola protne osu x v bodech 11 = 0, x5 = 4 a na intervalu (0,4) je funkce y = 4x — x?

s
>
Yy ;
1
of T s 5
] y = f(x)

Obrazek 11.2: Obsah oblasti ohrani¢ené parabolou y = 4z — 22 a osou x

kladnd. Obsah oblasti mezi parabolou a osou x miuZeme spocitat jako urcity integrdl.

! 1 1 96—64 32
P:/O (4o — 2°) do = [23;2—5:63]3:2.16—564: T = ?‘72
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Necht pro spojité funkce f a g na intervalu < a,b > plati, ze g(z) < f(z) na (a,b). Potom

obsah elementarné oblasti:
b
f(z)
muzeme pocitat jako urcity integrél
b
P= [ (#@) - g(a) do.

Priklad 11.9 Vypocitejte:
a.) fOQﬂ cosz dx

b.) Obsah oblasti ohranicené funkci y = cosx, primkami x =0, x =27 a osou x.

Reseni:

2m
a.)/ cosz dx = [sinz]f" = sin(27) —sin0 = 0
0

/,: y = cos(x)
Yo5-

Y R R
—-0.5 1

—1

Obrazek 11.3: y = cos(z) na < 0,27 >

b.) Pocitame obsah vysrafované oblasti z obrazku. Vidime, Ze P = Py + P, + P, kde

™

2 n
P :/ cosz dr = [sinzx]§ = sin

0

=1

b |

3

El 3
P2:/ —cosz dr = [—sinz] = —sin " 4 sin L =2

SR

2

™

2
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i 3
sz/ cos di[):[Sinl']g_ﬁ:SiHQW—SiH;:l
3 2

2

Dostaneme P =1+2+1=4

Priklad 11.10 Vypoctéte integrdly:
1

a)/3x2+2x—4d$ b)/\/ﬁ—de c) /x(a:—2)(a:—3)dm
x

[a) 23 + 2% — 4z + ¢ b) 2V 2P /5 — 2\/x + ¢ ¢) 2" /4 — 53 /3 + 32% + ¢/
Priklad 11.11 Funkce nejdrive upravte a potom vypoctéte nasledugici integraly:

a) /50081‘—663023; dx b) /thx dz c) /1+0052§—sin2% dx

[a) 5sinz — 6(e*2%)/In(2e) + ¢ b) tgx —x + ¢ ¢) x +sinx + ¢/
Priklad 11.12 UZitim Newton - Leibnitzova vzorce vypoctéte urcité integraly:
a) f14(3x —11) dz b) f:j% dx c) f03 |1 —3x| dx d) fjl e’ dx
fa) —21/2b) —In2¢)65/6 d)e—1/¢e]

Priklad 11.13 Vypocitejte obsah rovinné oblasti ohraniéené parabolou y = 6x — 2 a
050U .

[36]
Priiklad 11.14 Najdéte stredni hodnotu funkce na daném intervalu.
a) f(x) =xz(1 —z) na <0,1>
b) flx)=2x—1na <-3,2>
¢) f(x) =sinx na < 0,7 >

[a)1/6 b) — 2 ¢)2/7]
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12 Komplexni ¢isla

12.1 Algebraicky tvar komplexniho ¢isla

Komplexni é&islo je ¢islo 2 = a + ib, kde a,b jsou redlnd éisla a i> = —1. Vyraz je
jednoznac¢né urcen usporadanou dvojici [a;b], kde a,b jsou redlnd cisla.

Pro komplexni cisla se daji operace s¢itani a nésobeni definovat takto:
(a+1ib) + (c+id) = (a+c) +i(b+d),
(a+1b) - (¢ +1id) = (ac — bd) + i(ad + bc),
kde a + ib a ¢ + id jsou libovolna komplexni cisla.

Scitani a nasobeni komplexnich ¢isel jsou operace asociativni a komutativni. Nasobeni je
distributivni vzhledem ke scitani.

Piiklad 12.1 Vypocitejte soucin (24 1)(3 + 7).
Reseni:

2+0)3+i)=6+3i+2—1=(6—1)+i(3+2)=5+5i

Z&apis z = a + 1b nazyvame algebraickym tvarem komplexniho ¢isla.
Realné ¢islo a nazyvame realnou €asti z.
Realné ¢islo b nazyvame imaginarni ¢asti z:

z=a+1ib, a= Rez, b= Imz.
Cislo Z = a — ib nazyvame komplexné sdruzenym cislem k ¢islu z = a + @b.
Pti déleni komplexnich ¢isel vyuzivame komplexné sdruzené ¢islo jmenovatele:

a+ib a+ib c—id ac+bd+,bc—ad
= . g 7
c+id c+id c—id 2+ d? 2 + d2

a+ib,c+id e C, ¢,d#0

94
Priklad 12.2 Vyjddrete v algebraickém tvaru komplexni c¢islo 1 i Z
—1

Reseni:
244 240 1+i 2+2+i+i® 2-1+3i 1 3

1—i 1—i 1+i  1—  1—(-1) 22

Komplexni ¢isla zjednodusujeme podle pravidel:

PP=—1 == it=1 P =i,...,

to znamena, ze pro kazdé k € Z je

-4k — 1 Z'4k3+1 —

i , i, i = 1) i =
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Piiklad 12.3 Vypocitejte i + i3 +° +i7 +4°.
Resent:
R R L e B & R N A o VAN () WASE B NS B A
Absolutni hodnotou komplexniho ¢isla a + ib nazyvame nezaporné ¢islo va? + b2,
2| = Va2 + b2 =z -

Komplexni éislo z, pro které je |z| = 1 nazyvame komplexni jednotkou.

Komplexni rovina (Gaussova rovina komplexnich ¢éisel) je rovina s kartézskym systémem
soutadnic, ve které je kazdé komplexni ¢islo a + ib znézornéno bodem [a; b].

Absolutni hodnota ¢isla z = a + ib se potom rovna vzdalenosti bodu [a; b] od pocéatku.
Absolutni hodnota rozdilu dvou komplexnich ¢isel se rovna jejich vzdalenosti v komplexni
rovine.

12.2 Goniometricky tvar komplexniho ¢cisla

Uhel ¢ - orientovany tihel mezi kladnou &sti osy z a polopifmkou spojujici bod [0;0] s
bodem [a; b] se nazyva argumentem komplexniho ¢isla z = a + ib. Plati, ze

a . b

YT Vere YT VEre
Odtud dostaneme, ze
a=|z|cosg b = |z|sin .

Zéapis nenulového komplexniho ¢isla z ve tvaru
z = |z|(cos ¢ + isin p)
nazyvame goniometrickym tvarem komplexniho ¢isla z .
Omezime-li se na —7 < ¢ < 7 (ev. 0 < ¢ < 27), je toto ¢islo urceno jednoznacné.
Priklad 12.4 Zapiste v goniometrickém tvaru cislo z = 2 + 21.

Reseni:

sShp=—==—F7==—F% = CcoS p =
Takze g0:§—|—2k;7ra<,0€( ; ), potom ¢ = 7.
Tedy :

242 = \/g(cos% —i—isin%)
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12.3 Moivreova véta

Vyjadieni komplexnich ¢isel v goniometrickém tvaru podstatné zjednoduSuje vypocty
spojené s nasobenim a délenim komplexnich ¢isel. Pro kazdd dvé nenulova komplexni
¢isla u = |u|(cosa +isina) a v = |v|(cos f + isin (3) plati:

wv = |u| - [v|(cos (a+ B) + isin (o + 3))
v M(cos (o — @) +isin (a — 3)).
vl

Pro umocnovéni plati Moivreova véta:

2" = (|z](cos p +isinp))" = |z|"(cosnp + isinnp),n € N

Priklad 12.5 Vypoctéte uv,u/v a u®, jestlize

1 1 1 1
u = 2(cos §7T+z'sin gw) v = 6(COS(—§7T) +isin(—§7r)).
Resent:
Absolutni hodnota soucinu je 2 -6 = 12 a argument %7? + (—%71’) = —%W.
Proto /3
1 1 3 1
wv = 12(cos (—=7) + isin (—=m)) = 12(~== — =i) = 6v/3 — 6
Absolutni hodnota podilu je % = % a argument %7? — (—%ﬂ') = %ﬂ'. Tedy
1 5 5 1 3 1 3 1
% = g(cos &7 + i sin 671') = g(—g + 52) = —% + 62

Podobné dostaneme podle Moivreovy veéty:

oo

u® = 8(cos +isinm) = 8(—1) = —

12.4 Reseni binomickych rovnic v C

Binomickou rovnici se nazyva rovnice tvaru 2" —a = 0, kde a je dané komplexni ¢islo,
z je neznama a n > 1 je ¢islo prirozené. Tato rovnice méa v oboru komplexnich ¢isel prave
n ruznych kofent. Resit binomickou rovnici v C znamend vyuzitim Moivreovy véty najit
vsech n komplexnich feSeni této rovnice. Abychom mohli vyuzivat vzorecek na feseni této
rovnice, je vhodné v tomto ptipadé zabezpecit jednoznacnost goniometrického vyjadieni
tak, ze bereme argument z intervalu (0; 27).

Potom podle dusledku Moivreovy véty dostaneme feSeni ve tvaru:

©+2kr . @+ 2kn
— + 51N —

),neN k=0,1,...n—1
n n

2 = |a|%(cos
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Piiklad 12.6 V C reste rovnici z° + 27 = 0.
Resenti:

Upravime na 23 = —27. Napisme rovnici v goniometrickém tvaru:

z = |z|(cos ¢ + isin p)

—27 = 27(cosm + isinm) = 27(cos(m + 2km) + i sin(w + 2km))

Z Moivreovy véty dostaneme resent

2k 2k
2':\/ﬁ((:os7r—|_3 7T+isin7r+3 7T),k:O,l,Z.

V3. 3 3V3

1
=5 =3(;+i) =3 +img

2 2 2

29 = 3(cosm +isinm) = =3
5t . . bmw 1 V3, 3 33
23—3(Cos?+zsm?)_3(5—17)_5_ -

Priklad 12.7 Vypocitejte:
a) (2—3i)(4 +1) b) (1+4)i c) (=1 +4)72
d) (—i)*" e) 12000 f) 5 — 8+ 6i% — 3i° + 6i*
Ja) 11 —10¢; b) — 1+14; ¢)i/2; d)i; e) 1; f) 5 — bif

Priklad 12.8 Vyjadrete v algebraickém tvaru komplexni cisla:
2+

a) (1'% — 42 — 4415 1 (5 —43) b) 5 +(i—2)(4—1)
—1
i—1 20
9 — 3 — (i — 1)i
) (2 2= 3)~ (i - 1)
Ja) 241 b) —13/2413i/2; ¢) — 5+ bif
s . 3 5 1 1 .
Priklad 12.9 Presvedcte se, Ze T - — - = 2.
15 — 1 1_+I+Z

[Plati]

Priiklad 12.10 Najdeéte dvojici komplexnich cisel tak, aby jejich soucet byl 4 a soucin 13.

2+ 3i, 2—3i]
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Priklad 12.11 Urcete redlnd cisla x,y pro kterd plati:
3—2i
a) ,Z
1—1
b) (x+y)(5 —4i) + (. —y)(4 — 5i) = 94 — 68i

¢)

=2x+ 1y

r+14+(y+3)i

L
5+ 3i t

fa) v =5/4,y=1/2;b)x =9,y =13; c)x =1,y =5/

Piiklad 12.12 K ¢islu z napiste ¢islo komplexné zdruZené Z a vypocitejte |z| :

142
3

a) z=4-—3i b) z

[a) 4+ 30, |2| = 5; b) 552, |2 = V/5/3]
Priklad 12.13 Urcete komplexni ¢isla z, pro néz plati z = Z.
[z € R]

Priklad 12.14 V komplexni roviné zobrazte mnozZinu vSech komplexnich cisel, pro nez
plati:

a) |1+ 2] <2 b) |1 —i| > |2 > 3 c)Imz <4
Priklad 12.15 Pomoci vztahu ]j—;| =Bl meC vypocitejte absolutni hodnotu kom-

@7
plexniho cisla
2% — y? 4 2zyi

Y2 + izt + oyt

z,y # 0.

[

Priklad 12.16 Vyjadrete nasledujici komplexni cisla v goniometrickém tvaru:
i—3 2—1
: e) —
241 3 —1
Ja)\/2(cos(—m/4) + isin(—7/4)); b) 2(cos 7 + isin7);
¢) 5(cos(m/2) + isin(n/2)); d)v/2(cos(3m/4) + isin(37/4);
e) (v/2/2)(cos(—3m/4) + isin(—3r/4)]

a)l—i b) —2 c) bi d)

Piiklad 12.17 Napiste algebraicky tvar komplexniho ¢isla z = cos g + 4 sin %

[V3)2+1i)2]
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Priklad 12.18 Vypocitejte algebraicky tvar soucinu a podilu komplexnich cisel:

1
a) zy = 6(cosg —|—ising) 29 = g(cosg —i—isin%)
b) 21 = V3 +i @zG(cos%—{—isin%)

[a) 2120 = =1+ /3105 21/2 = 9+ 9V3 45 b) 2120 = 1205 21 /2 = §(V3 —i)]
Piiklad 12.19 Pomoci Moivreovy véty vypocitejte:

a) (—1+iv3)?  b) (L - L)

100

fa) 8; b) —1/2—/31i/2]

Priklad 12.20 Jestlize z = COSZ + ¢sin %, najdéte algebraicky tvar komplexniho cisla

1
3

[~V2]
Priklad 12.21 Vyreste v C kvadratické rovnice:
a) 22 +22+2=0 b) 22 +62+25=0
Ja) —1+4; b) —3+4if
Piiklad 12.22 Vyreste v C nasledujici rovnice:
a)zt=1 b)222=1/8 ¢)25=-64

¢) 2, —2i,V/3+1i,—V3+i,vV3—i,—/3 —i]



Matematicky seminaf 92

13 Posloupnosti a rady

13.1 Aritmeticka a geometricka posloupnost

Nekonecnou posloupnosti se nazyva kazda funkce, jejimz definicnim oborem je mnozina
vSech prirozenych ¢isel N.

Konecénou posloupnosti nazyvame kazdou funkei, jejiz defini¢ni obor je mnozina {n €
N,n < ng}, kde ny € N je pevné dané cislo.
Posloupnost je zaddna bud vyétem prvki, rekurentné, nebo vzorcem pro n-ty clen.

Priklad 13.1 Posloupnost vSech cisel délitelnijch tremi zapiste vijse uvedenymi zpusoby.
Reseni:

{a,}°=1{3,6,9,12,15,...}  wycet proku

Gpi1 = Qn + 3, ap =3 rekurentné

a, = 3n  wvzorec pro n-ty clen

Piiklad 13.2 Je dand posloupnost {a,}3°, a, = log3"™. Vyjddrete ji rekurentné.
Reseni:

Pro ¥n € N je apq = log 3" =log 3" - 3 = log 3" + log 3.
Zkoumanou posloupnost lze zapsat

api1 = a, +1og 3, a; =log3.

Piiklad 13.3 Posloupnost zadanou rekurentné a; = —1, a,y1 = —a, vyjddrete vzorcem
pro n-ty clen.

Reseni:
{a,}5° ={-1,1,—-1,1,...}. Odtud a, = (—1)".
Posloupnost {a,, }{° se nazyvé aritmetickd, prave kdyz existuje takové éislo d (diference),
ze pro kazdé prirozené n plati: a,.1 = a, +d, neboli a,+1 —a, = d.
V aritmetické posloupnosti {a, }7° s diferenci d plati pro kazdé n € N :
a, =a; + (n—1)d
Déle jsou-li r, s € N libovolnd, pak as, = a, + (s — r)d.

Pro soucet S, prvnich n ¢lenu aritmetické posloupnosti 1ze odvodit:

Sn = g(al + an)
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Piiklad 13.4 Dokazte, Ze posloupnost {a,}°, a, = 2n — 4 je aritmetickd. Urcete difer-
enci.

Reseni:

Musime dokdzat existenci cisla d € R tak, Ze pro Vn € N plati a,1 = a, + d.
Jea, =2n—4,a,11 =2n —2 a tedy apyy — ay = 2, Cilt apyq = a, + 2.
Posloupnost {2n — 4}3° je aritmetickd s diferenci d = 2.

Piiklad 13.5 Rozhodnéte, které z ¢isel 71 a 100 je clenem aritmetické posloupnosti {a, }5°,
v niz ay = —10, d = 4,5.

Reseni:

V dané posloupnosti plati a, = —10+ (n — 1) - 4,5.

Je-li a, =71, pak 71 = =10+ (n — 1) - 4,5. Z toho n = 19.
Je-li a,, = 100, pak 100 = =10+ (n — 1) - 4,5. Z toho n = 22
Clenem aritmetické posloupnosti {an} je pouze cislo 71.

Piiklad 13.6 V aritmetické posloupnosti je
a) ag = 18, d = —2. Vypocitejte ay.
ag = 20, d = 1,5. Vypocitejte a,.
=126, d =0,2, a, = 27,4. Urcete n.

oty

1

s=a +(s—r)d = ag=as+3d=18—-6

b)
¢) &
Reseni:
a) a
b)

alg—a1+15d = al—a16—15d——2

ap=a;+n—1)d = n="0041=75
Priiklad 13.7 Vypocitejte soucet vsech prirozenych cisel od jedné do 300.

Reseni:

300
Je ay = 1, d = 1. Soucet 5300 = 7(@1 + agoo) = 45150.

Posloupnost {a,}3° se nazyva geometrickd, prave kdyz existuje ¢islo g tak, ze pro kazdé
prirozené n plati:

= =gproa; #0, ¢ #0.

n

. a
Gpi1 = Gy - ¢, neboli

Cislo ¢ se nazyva kvocient geometrické posloupnosti.
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V geometrické posloupnosti {a,}3° s kvocientem ¢ plati pro kazdé n € N :

n—1
ap =4ay - q

Dale jsou-li r, s € N libovolna, pak a, = a, - ¢°7".
Pro soucet S,, prvnich n ¢lenu geometrické posloupnosti plati:

a) prog=1jeS,=n-a.

-1
b) proq;éljeSn:alq T
q_

Priklad 13.8 V geometrické posloupnosti je

a) a; = 18, ¢ = 3. Napiste pronich pét clen.

b) aq

4, q = 3. Vypocitejte as.

c) ag = 8192, q = 4. Urcete ay.

d) ay =40, ¢ = —i. Vypocitejte as a Ss.
Resent:

a) a, = ay - q¢"t = 18,54,162,486, 1458

b)as =ay-q* =4-3" =324
c)as=ag-q¢"%=8192-47% =512

n* s 5.1 1025
d)a5:a1-q4:40-(——> =35 55=a1q =

Priiklad 13.9 Najdéte geometrickou posloupnost tak, aby

a,+ a3 =95 aas + ag = 10.

Reseni: 9 ( 2)
a+ay-q¢-= 95 a(l+q)= 5

Je tedy a-q+a -G =10 ar1g(1+¢*) =10

Druhou rovnici vydélime proni, dostaneme q = 2,a; = 1.

Priiklad 13.10 Zjistete, na jakou castku vzroste vklad ag K¢ uloZeny na vkladni knizku na
n let, jestlize spotitelna pripisuje na konci kazdého roku p % z édstky v tom roce uloZené.

Reseni:
Na konci 1. roku pripise spotitelna p % z puvodné vloZené castky ag, takze vklad vzroste

na castku

a; = Qo —+ iClo = ao(l

p
100 * 100)'
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Na konci 2. roku pripise k této éastce p% z ay, takze vklad vzroste na castku

p p
as = ay + 100a1 ar(1+ 100)

Obdobné je tomu v dalsich letech.

VEklady po pripsdni uroku v jednotlivijch letech tvori zrejmé geometrickou posloupnost s

kvocientem q = 1 + 155 a s pronim clenem ay, = aoq. Tedy podle vzorce a, = a;q"

dostaneme, Ze cdstka ag K¢ pri p-procentnim sloZeném irokovdni vzroste po n-letech na

castku a,, K¢, kde
D n—1 D n
“ al( * 100 w0\ 100

13.2 Nekonecna geometricka rada

Necht {a,}?° je geometrickd posloupnost, pro jejiz kvocient ¢ plati |¢| < 1.

Pak posloupnost {S,,}5°, S, = a1 + as + ... + a,, je konvergentni a plati:

ay

lim S, =
nl—>nolo 1—q

Takto dostavame nekonecnou geometrickou radu

aFagtad+..  fad i+ =

Priklad 13.11 Sectéte geometrickou tTadu:

V2 1 V2
A
a) 5 T T

b) 1+ cos?z + cos*x + ...
Reseni:

2
a) Jeal—l,q—%——g.
1

2
Dule |q| = g < 1, fada konverguje a

b) Jea; =1, ¢=cos’z.
Pro|cos’z| <1 = |cosz| <1 = x # kr fada konverguje,
1 1

S = = ain2

1—cos?2z  sin

. .
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Piiklad 13.12 Preved’te na zlomek &islo 8.4.

Reseni:

8I=8+ -4+ 4 Sy —gq .
10 " 100 " 1000 T -+ 9 9

v

a =1 4=15
Jiné reseni:
Na jedné strané plati, ze 10 -84 — 8,4 =9 - 8.4.
Na druhé strané je 10-84 —84=9-84 =844 — 84 =76
Potom 9 - 8,4 = 76.

Je tedy 8,4 = 2.
roror
Priklad 13.13 Zdvitnice byla sestrojena ze cturtkruznic polomeéru r, St
Vypocitejte jeji délku.
Reseni:
1 P T T o2rr, 1 1 1 a1
d= =(2 MM+ 27— 42— . )= — (1 4+ -+ -4+ -4+ .. )= — I
J@mr s pmo oo )= —=(l+ g+ gt ) = oo oI

2

Priklad 13.14 V aritmetické posloupnosti je
a) as = 8, ag = —10. Vypocitejte agy.
b) a1g = 23, a;6 = 15. Vypocitejte a;.

)

C

a; = 15, S5 = 75. Urcete d.

d) ay = 450, a, = 210, d = —24. Vypocitejte n a S,.
)

e) ay, , S, =245, d = 5. Vypocitejte a; a n.

ja) —82,b)35, ¢) —1, d) 11, 3630 ¢) 2, 10/

Priklad 13.15 Ve které aritmetické posloupnosti je a1 + a5 = 30, az + a4 = 367

[a1:3,d:6]

Priiklad 13.16 Kolik clenu aritmetické posloupnosti, ve které a; = 2, d = 3, musime

secist, aby soucet presdhl 20007

[37 élenf

Priklad 13.17 Mezi c¢isla 8 a 20 vlozte tolik ¢lenu aritmetické posloupnosti, aby soucet

vloZenych ¢lenu byl 196.
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[d=3%, k=14]
Priklad 13.18 V geometrické posloupnosti je
a) ay = —3%, ag = —2. Vypocitejte ay a q.
b = 112, ay + a3 = 48. Vypocitejte ay a q.

) ax
¢)a; =6144, ¢ = %, a, = 48. Vypocitejte n a S,,.
d) ay = 18, a, = 288, S, = 558. Vypocitejte n a q.

[a) 5,—2, nebo — £,2; b) 4,3, nebo 108, 5 ¢) 8, 12240 d) 5, 2/

Priklad 13.19 Mezi ¢isla 5 a 640 viozte tolik cisel, aby s danymi cisly tvorila geomet-
rickou posloupnost a soucet vloZenych cleni byl 630.

/10,20, 40, 80, 160, 320/

Priiklad 13.20 Najdeéte kvocient geometrické posloupnosti, jestlize soucet prislusné geo-
metrické rady je 6, a soucet prvnich péti éleni je %

lg = 3]
Priklad 13.21 Deélnik souhlasil, Ze bude pracovat, jestlize jeho mzda bude za proni den

prace 1 K¢, za druhy den prace 2 K¢, za treti den prace 4 K¢, atd. Kolik si vydéld za 12
dni prace?

4095 K¢]

Piiklad 13.22 Najdéte soucet geometrické rady 1 —tgx + tg2x — tg3x + .... Stanovte
podminky.

[S=1a—=; v € (- +kmZ+kn), keZ]

1+tgax?
o, < . 3 9 27 . )
Priklad 13.23 Reste rovnici =1——+———++.... Provérte resitelnost rovnice.
r+ 10 x x2 23

[x € {—6,4}]

Priklad 13.24 Do ctverce o strané a je vepsdna kruznice, do ni opét ctverec, pak kruznice
atd. Vypocitejte obsah vsech takto vzniklych c¢tverca.

[2a%]
Priklad 13.25 Polocas premény (rozpadu jader) rddia je priblizné 20 minut. Kolik rddia

zbude bez premeény z 1mg po n hodindch? (Polocas premény radioaktivni ldtky je doba, za
kterou dojde k radioaktivni preméné priblizné poloviny jader atoma té latky.)

fan =" = g/
Piiklad 13.26 Pro = € (0;27) 7este rovnici 1 +sin®z + sin*x + ... = 2tg .
/x%g/\:r ,pak dostaneme s1n2x—1:>x€{7r 57r}/
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14 Kombinatorika

14.1 Permutace, variace a kombinace

Permutace n prvku dané zakladni n-prvkové mnoziny je kazda usporadand n-tice téchto
prvku, pricemz kazdy prvek zakladni mnoziny se v této n-tici vyskytuje pravé jedenkrat.

Pro pocet P(n) vsech permutaci n prvku plati:
Pn)=nn—-1)(n—-2)...3-2-1=n!
Symbol n! ¢teme n faktorial, definujeme 0! = 1.

Priklad 14.1 Kolik péticifernych cisel je mozno sestavit z cislic 0,1,3,4,77 Kolik je z
nich sudych?

Reseni:

Vsech péticifernijch cisel je P(5) = 5! = 120.

Na pronim misté nesmi byt nula, téchto céisel je P(4) = 4! = 24. Celkem je péticifernijch
¢isel 120 — 24 = 96.

Sudd cisla maji na misté jednotek 0, téch je

P(4) =4 =24,
nebo maji na misté jednotek cislici 4, ale soucasné nesmi mit na pronim misté cislici 0,
téch je
P(4) — P(3) =4! - 3! =18.
Celkem je sudijch cisel 42.

Priklad 14.2 Zmensime-li pocet prvku o dva, zmensi se pocet permutaci dvacetkradt.
Urcete puvodni pocet proku!

Reseni:

Pn)=n!l, Pmh—2)=(n—-2)=nl=20n—-2) =n(n—1) =20 =
n?—n—-20=0=(n—5)(n+4)=0

Cislo n je prirozené, proto pivodni pocet proki n=>5.

Variace k-té tiidy z n prvka dané zékladni n-prvkové mnoziny (0 < k < n) je kazda
usporadand k-tice ruznych prvku, vybrand ze zakladni n-prvkové mnoziny tak, ze zalezi
na poradi prvku (a prvky se neopakuji).

Pro pocet Vi(n) vSech téchto variaci plati:

Vk(n):Mn—l)(n—Z)...(n—k#—QZm

kéinitelu
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Priklad 14.3 Kolika zpusoby mize bijt odmeénéno zlatou, stribrnou nebo bronzovou medaili
13 ucastniku sportovni soutéze?

Reseni:
Ze 18 sportovct vybirame 3, zdleZi na poradi - jednd se o variace.

13!
Va(13) = {5y = 111213 = 1716

Piiklad 14.4 Pro kolik prvki je pomér variaci druhé tridy ku poctu variaci treti tridy
roven 1:20.

ResSeni:

! ! 1 1
n " _1.90=

Vo(n) : Va(n) =1:20 = (n_'Q)! ; (n—3)] n_—2_ 920

Kombinace k-té tiidy z n prvka dané zdkladni n-prvkové mnoziny (0 < k£ < n) je
kazda k-tice ruznych prvku, vybrana ze zdkladni n-prvkové mnoziny tak, ze nezalezi na
poradi prvku (a prvky se neopakuji).

Pro pocet Ck(n) vsech téchto kombinaci plati:

_nn—1)n—-2)...(n—k+1) n! ([ n
Ciln) = k(k—1)(k—2)...3-2-1 _(n—k)!k!_(k)

Pro kombinaéni ¢islo ( Z

(D)= () () (1)
(F)=(a2e ) ()+ ()= (i)

Priklad 14.5 Ve tridé je 5 studentu a 3 studentky, kteri hraji tenis. Kolik lze sehrdt
zapasu, v nichz budou hrdt dvé studentky proti dvéma studentum? KazZdd ctverice bude
hrdt pouze jednou.

) , ¢teme n nad k, 0 < k& < n plati:

Reseni:

Pocet dvojic studenti, které lze vybrat z péti studenti je ddn Co(5) = ( g ) (nezdlezi na
poradi).

Pocet dvojic studentek, které lze vybrat ze 177 studentek je Cy(3) = g

o 5 3 5! 3!
PocetzapaSUJepak(2>-<2)_ﬁg_é
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Priklad 14.6 Kolika primkami lze spojit 10 bodi, jestlize tri z nich leZi na jedné primce?
Resent:

Kazdé dva ruzné body urcuji primku, nezdlezi na poradi, tedy

10 10!

Tremi body (lezicimi na primce) by byly uréeny tri primky, takZe pocet primek je

p=45—-2=143.

14.2 Binomicka véta

Binomicka véta. Pro libovolnd redlnd (i komplexni) ¢isla a,b a pro libovolné n € N
plati, ze

(a+b)":a”+(?)a"—1b+...+<z>a”—’fb’“+...+(n7i1)ab”‘1+b”

Binomické koeficienty - kombinaé¢ni ¢isla - 1ze vypocitat z Pascalova trojuhelnika:

() () LI
Hoo 6 S
(3) (T) (g) (g) s 1(;td_10 5001

Priklad 14.7 Umocnéte podle binomické véty (2z — 3)*.

ResSenti:

S
&
|
(NN U]
=
I
Y
S =
N——
o
=
S
_l’_
Y
—

D)+ (5 ) o
3 81

+ ( g ) (21:)1(—§)3 + < i ) (—5)" = 162" — 482" + 540 — 27w + T
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Priklad 14.8 V rozvoji vijrazu (22 — 2)5 urcete prosty clen.
Resent:
Oznacme Apyq = <

n

k

M= 7) <2x2>6—k(—§)k = (§ )2t

Jde-li o prosty clen, pak 272 %F = 2% = k = 4.

) a"*b* v obecném binomickém rozvoji.

Potom

Tedy paty clen neobsahuje x a je roven

6 sl 3\' 6 B

Piiklad 14.9 Upravte vyraz

(n+2)!

V= n! (n—l)i (n —.2)!7

2]

Piiklad 14.10 V lavici je Sest studentu, z nichZ dva sourozenci chtéji sedét vedle sebe.
Kolika zpusoby je lze presadit?

240]

Priklad 14.11 Bylo zakoupeno 20 listku do jedné rady v kiné. Kolika zpusoby je lze
rozdélit mezi 10 chlapeu a 10 dévcat, chitéji-li chlapei a dévéata sedét stridavé vedle sebe?

[2(101)2]
Priklad 14.12 V kolika bodech se protind 9 primek, z nichZ ¢tyri jsou navzdjem rovnobézné?
[30]

Priiklad 14.13 Kolik ruznijch signdlu lze utvorit z péti praporku ruzngch barev, jestliZe
kazdy signdl lze vytvorit umisténim jednoho aZ vsech péti praporki vedle sebe?

[325]
Priklad 14.14 Pro pripustné hodnoty upravte

(n+1)! (n+1)! n!
=2 Yoo mo

n(n —2)% pron > 2/
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Priklad 14.15 Z kolika prvki dostaneme 380 variaci druhé tridy?
[20]

Piiklad 14.16 Reste v N rovnici
xr—1 T — 2
(27s)(200) -

Piiklad 14.17 Reste v N nerovnici.

(7

/n€{3,4,5,6,7,8,9}/

1 1\ 10
Priklad 14.18 V rozvoji (F — 5) urcete x € R tak, aby pdty clen rozvoje byl roven
x
105.
=4
1 10
Piiklad 14.19 Ktery clen rozvoje (= +2x%)  obsahuje 2°7?
x
[pdty]

6
V3 —1
Priklad 14.20 Najdete komplexni ¢islo (l 5 ) :

[1]
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