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2 Integralni pocet

Uvod

Vytvoreny vyukovy materidl pokryvd predmét matematika, ktera je wvyulovdna v osnovach
a tematickych planech na gymnaziich nizSiho a vys$$iho stupné. Mohou ho vSak vyuzit vSechny
stfedni a zakladni Skoly, kde je vyu€ovan pfedmét matematika, a které maji dostateéné technické
vybaveni a zazemi.

Cilova skupina:

Podle chapani a schopnosti studentu je stanovena uroven narocnosti vzdélavaciho planu a vyukovych
materialG. Zvlasté vyhodné jsou tyto materialy pro studenty s individualnim studijnim planem, ktefi se
nemohou pravidelné zuc&astriovat vyuky. Tito studenti mohou s pomoci nasich vyukovych materialt
Castecné kompenzovat svou neucast ve vyu€ovaném piredmeétu matematika, formou e-learningového
studia.
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Primitivni funkce

M¢jme dany dvé funkce f:y = 4x3aF:y = x*

Pro derivaci funkce F plati: Vx € R; F'(x) = (x*)" = 4x3.

Coz znamena, Ze funkce fje derivaci funkce F.

F'(x) = f(x).

Najit k funkci f funkci F, pro kterou F'(x) = f(x) je zakladni Gloha integralniho poctu.

Méjme dany funkce F, f definované v otevifeném intervalu (a, b). Jestlize pro vSechna
Vx € (a,b) plati: F'(x) = f(x), Fikame, e funkce F je primitivni funkci k funkci f

v intervalu (a, b).

A Zname-li v intervalu (a, b) k dané funkci f
jednu primitivni funkci, zname jich
nekone¢né mnoho. Pfictenim konstanty C

jsou vyteseny vSechny piipady.

Znéame-li graf jedné primitivni funkce F
k funkci f'v intervalu, pak grafy vSech

G, primitivnich funkci k funkci f'v intervalu

0 X dostaneme posunutim grafu funkce F ve
» sméru osy y.

Je-li funkce F v intervalu (a, b) primitivni funkci k funkci f, pak kaZda primitivni funkci

k funkci f je tvaru F(x) + C, kde C je redlnd konstanta.
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Pro oznaceni primitivni funkce slouZi zapis:
ff(x)dx — Fx) +C

Junkce f se nazyva integrand
[ je integracni znak
C je integracni konstanta

dx je symbol, ktery slouzi k odliSeni integracni proménné od ptipadnych parametra.

Postup, pii kterém uréujeme primitivni funkci F(x) + C k dané funkci f, nazyvame

integrovani nebo také integrace funkce f.

Ke kaZdé funkci spojité v intervalu existuje v tomto intervalu primitivni funkce.
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Zakladni vzorce pro primitivni funkce

dex=C;xE]R

fdx=x+C;xE]R

le+1
jx”dx= +C;x € (0,+4o),n € R—{-1}
n+1

n+1
fx”dxz + C;x € (—o0,+0),n €N
n+1
1 dx
f—dxzf—zlnx+C;xE (0, 4+0)
X x
1 dx
f—dx=f—=ln(—x)+€;x€ (—,0)
x X
1
j;dx=ln|x|+C;x€]R%—{O}
fexdx=ex+C;xE]R1
ax
ja"dx=—+C;a>0,a¢1,xe]R{
Ina

fsinxdxz —cosx+C;x€ER

fcosxdxzsinx+C;xE R

j L dx = tgx+C; e ( iy 7T+k)kez
cos?x X =tgx o 2 7T'Z )

1
f ——dx = —cotgx + C;x € (km,m + km), k € Z
sin®x

Existuji-li v otevieném intervalu (@, b) primitivni funkce k funkcim f; (x), f5(x) a jsou-li
¢4, ¢, libovolné konstanty, existuje primitivni funkce k funkci f(x) = ¢, f1(x) + ¢, f,(x) a

plati:

[leri) + cfdr = e, [ A dx+ e, [ 60 dx
fcf(x) dx = ch(x)dx
f £ () + g(0)]dox = f FG)dx + f 90 dx

[1re - g@lax = [ radx - [ g6 dx
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Zakladni vzorce pro vypocet primitivni funkce
Varianta A

Vypoctéte primitivni funkei k funkcei:
J(x>+2x3 +15)dx

Reseni:
Pouzijeme zakladni vzorce pro vypocet a pravidla pro integrovani souctu funkci.

f(x5+2x3—15)dx=fodx+f2x3dx—f15dx=

x5+1 X
— 5 3 Jy — = .
—fx dx+2jx dx 15]dx 5+1+(31+2 <3+1

3+1

+Cz>_15‘(x+C3)

x® x* x® x*
:€+2’(T>—15X+(C‘1+CZ+C3):z+7—15x+c

Kontrolu vysledku mizeme provést naslednym derivovanim:

x® x* ! x5 4x3 x>
—+——-15x+C|) =—+———-15=—+2x>-15

6 2 6 2 6
Vysledek feseni:
5 3 16,1,
(x5 + 2x +15)dx=gx +5x*—15x+C
Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C
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Priklady k procviceni:
1) Vypoctéte primitivni funkei k funkci:
a) [(2x* — 5x% + 5x — 4) dx b) [(3x5 — 4x% — 2x% — x) dx
2.5_5.3,5,2_ Wy 1.6 4 2.3 102
[a)sx cXT+ox 4x+C,b)2x e + (]

2

2) Vypoctéte primitivni funkei k funkci:
a) [(e* + x) dx b) [(5* —1)dx

[2) 5™ +2x2 + C:b) = —x +C]

3) Vypoctéte primitivni funkci k funkei:

a) [(4cos x + 3x%) dx b)f( > )dx

sin2 x
[a) 4sinx + x3 + C; b) —5cotgx + C]

4) Vypoctéte primitivni funkci k funkci:

a) [(2sinx + 2%) dx b) f (oo — 1) dx

cos2 x

[a) —2cosx+%+(];b) 3tgx — x + C]
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Zakladni vzorce pro vypocet primitivni funkce
Varianta B

Vypoctéte primitivni funkei k funkcei:

f(\/E-I—W)dx

Resent:
1 241

f(\/E+W)dx=f(x%+x§)dx=fx%dx+fx§dx=%+C1 +J;3—1+C2=
2 3

3 5

2 3 2 3 2 3

%+Cl+%+cz=§\/F+§?{/F+C=§x\/§+§x§/§+c

2 3

Kontrolu vysledku mizeme provést naslednym derivovanim:

23 35 /233, 35s
(—x7+—x§+C> =—oxZ T4 ox3 T =V + Yx?

2 3, /
(§x\/§+§x‘/§+c> —\3*" 5 32 53

Vysledek feseni:

f(ﬁ+%)dx=§x\/§+%xi/§+c

Priklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C



Priklady k procviceni:

Integralni pocet
1) Vypoctéte primitivni funkei k funkci:

a) [(2vx + Vx) dx b) [(5Vx7 + cosx) dx

[2) Zxvx + 2x¥x + C; b) 2x2 - Va3 + sinx + C
3 4 11

2) Vypoctéte primitivni funkei k funkei:
3
a)f(g+g+\/§) dx b) [(3e* +3Vx5) dx

[a) —x - Vx +2x - Vx +VBx + C: b) 3e* + 2x2 - Vx + (]

3) Vypoctéte primitivni funkci k funkei:
675
a)f(T‘/x—+i)dx b)f(%%+\/§)dx

6/ 5
[a) = + In|x| + C; b) %x-%+%x-ﬁ+€]

4) Vypoctéte primitivni funkci k funkci:
573
a)f(TJx_+;)dx b)f(s\/é—%\/;)dx

5
[0) 2 x + 5Injx] + C;b) Lox-vE —1x VX 4 C]
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Zakladni vzorce pro vypocet primitivni funkce
Varianta C

Vypoctéte primitivni funkei k funkcei:

[(E=) e

Reseni:

-1 x2H1 141 3 x2

dx = z— 1dx = - C=—5——= C
,f(x—l) X f(x x+1)dx T 1 1_}_1+x+ 3 2+x+
Vysledek feseni:
fxs_l dr=X % e
x-1)" "3 7277

Nelze postupovat takto!!
f L d —f(xs_l)dx—x4_x+c—x3_1+c— 2_x+1+C

x—1 x_f(x—l)dx_xz—x Cox—1 X

Zadna véta o integrovani podilu neexistuje!

Priiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C
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1) Vypoctéte primitivni funkei k funkcei:

[ (E-2+1)dx b) [ () ax

X

3 4 3
[8) = —2x2 - Vx +x+C;b) =+ +Inx + (]

2) Vypoctéte primitivni funkci k funkci:

01 (E-E)as () ax

[a)§x4-\/§+%x2 +C;b) %xz - x2 +§x-3\/x2 —%i/xz + C]

3) Vypoctéte primitivni funkci k funkcei:

2 1 3
2) [[(x = 1)%- (x + D] dx b)f(3—ﬁ+ﬁ—ﬁ)dx
[~ 2 4 x+¢;b) 3VaZ + 297 — 124 + C]

4) Vypoctete primitivni funkei k funkci:

a) [[(2 = 1) - (x — 1)] dx b)f(%+2—\1/§—44—;;)dx

3 2

[8) 5 =5 =S +x+C;b) 5Vx* +vVx — Vx +C]
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Integraéni metody

Integrovani metodou per partes

Integrovani po Castech, je zalozena na derivaci soucinu dvou funkci. Jsou-li dany dv¢ funkce
u =u (x), v = v(x), které¢ maji vlastni derivace, pak pro jejich derivaci sou¢inu plati:

[u-v]'=u-v+u-v

Maji-li funkce u(x), v(x) v intervalu (a, b) spojité derivace, pak v (a,b) plati:

]u(x) -v'(x)dx = u(x) - v(x) — j u'(x) -v(x)dx

Integrovani metodou per partes uzivame u funkci, které jsou ve tvaru soucinu a kde je

moznost nahradit jednu funkci derivaci funkce druhé.

Integrovani metodou substitucni

Substitu¢ni metoda ndm umoziuje zavedenim nové proménné pievést integrovanou funkci na

funkci, kterou lze integrovat snadnéji. Pouzivame derivaci sloZzené funkce.
t = g(xo)
y=f®

y = [f(gCx)] = F(9Go)) - 9" (xo)

Necht’ F (t) je primitivni funkci k funkci f (t) v intervalu (a, ). Necht’ funkce t = g(x)
md derivaci g'(x) v intervalu (a, b). Pro kaZdé x € (a,b) necht’ hodnota g(x) patii do

intervalu (a, ). Pak v intervalu (a, b) je funkce F(g(x)) primitivni funkci k funkci
flg()) - g'(x)
j flgx) g’ dx = ff(t) dt = F(g(x) + C

t=gx)
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Integracéni metody — metoda per partes
Varianta A

Vypoctéte primitivni funkei k funkci:

[x-cosxdx

Reseni:
Pouzijeme pro vypocet metodu per partes.
[x-cosxdx =x-sinx— [sinxdx =x-sinx — (—cosx +C) =

=x-sinx+cosx+C
u=x v = cosx

u =1 v =sinx

Kontrolu vysledku miizeme provést naslednym derivovanim:

(x-sinx+cosx+C) =sinx+x:-cosx —Sinx =Xx-coSx

Vysledek feseni:

jx-cosxdx=x-sinx+cosx+€

Priklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C
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Priklady k procviceni:

1) Vypoctéte primitivni funkci k funkci:

a) [x-sinxdx

2) Vypoctéte primitivni funkci k funkci:

a) [x%-Inxdx

3) Vypoctéte primitivni funkei k funkei:

a) [ 2% - xdx

4) Vypoctéte primitivni funkci k funkei:

a) [x3 - Inxdx

b) [x-e*dx

[a)sinx —x-cosx +C;b)eX - (x —1) +C]

b) [ G)x -xdx

)% (nx—2) + 0 - (x+ 1) +¢

b) [ = dx

[) 2 (x =)+ Cib) —2nx+ 1)+

In2

Inx

x*Inx

[a) 20— 2 4 €1 b) 29 - Inx — 4 + C]
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Integracéni metody — metoda per partes
Varianta B

Vypoctéte primitivni funkei k funkci:

[ x? - sinxdx

Reseni:
Pouzijeme pro vypocet metodu per partes, kterou aplikujeme dvakrat.
[x?-sinxdx = —x?-cosx — [ 2x - (—cosx)dx = —x? - cosx + [ 2x - (cosx) dx =

= —x2-cosx+2x-sinx—f2-sinxdx = —x2?.cosx + 2x - sinx — 2(—cosx) + C =

= —x%-cosx+2x-sinx+2cosx+C

u=x v =sinx a=2x b” = cosx

u = 2x V= —COSX a =2 b =sinx

Kontrolu vysledku mizeme provést naslednym derivovanim:
(—=x?-cosx + 2x-sinx + 2cosx +C)" =

= —2x-cosx—x?-(—sinx) + 2sinx + 2x - cosx — 2sinx = x? - sinx

Vysledek feseni:

fxz-sinxdx =—x%.cosx+2x-sinx+2cosx+C

Priklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C
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Priklady k procviceni:
1) Vypoctéte primitivni funkci k funkci:
a) [x-In®xdx b) [In? xdx

[)Z (2In?x — 2Inx + 1) + C; b) x - (Inx — 2Inx +2) + C]

2) Vypoctéte primitivni funkci k funkci:
a) [Inxdx b) [x%-e*dx

[a) x - (Inx — 1) + C; b) x%e* — 2xe* + 2e* + C ]

3) Vypoctéte primitivni funkci k funkei:

a) [x-Inxdx b)f:—zdx

x? x? . 2,-x —x —x
[a);lnx—T+C,b) —x“e ™ —2xe ™ —2e™* + (]

4) Vypoctéte primitivni funkci k funkei:
a) [(x*2 —3x+2)-e*dx b) [(x% —x) - e*dx

[a) x2e* — 5xe* + 7e* + C; b) x%e* — 3xe* + 3e* + (]
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Integracéni metody — metoda per partes
Varianta C

Vypoctéte primitivni funkei k funkci:

[e*-sinxdx

Reseni:
Pouzijeme pro vypocet metodu per partes, kterou aplikujeme dvakrat.

[e*-sinxdx =—e*-cosx — [e*-(—cosx)dx = —e*-cosx + [ e*-(cosx)dx =
= —ex~cosx+e"'sinx—Jex~sinxdx

v =sinx a=e* b" = cosx

u =e* V= —COSX a =e* b =sinx

Vypocet integralu metodou per partes nevede k feseni, jelikoz se vracime na zacatek k funkei,
kterou jsme chtéli ptivodné integrovat. Pro tento typ vypoctu integralti pouzivame pocetniho

obratu, pfi kterém se snazime vypocitat hledanou primitivni funkci z pocetni rovnice:

jex'sinxdx=—ex-cosx+ex-sinx—fex-sinxdx
fex-sinxdx+fex-sinxdx=—ex-cosx+ex-sinx
Zfex-sinxdxz e* - (sinx — cos x)

X
e
fex-smxdx == (sinx — cos x)

Kontrolu vysledku mizeme provést naslednym derivovanim:

x ! x x
e ) e ) e )
— - (sinx —cosx)| =—"-(sinx —cosx) + —(cosx + sinx) =
2 2 2
e* e* e* e*
= —sinx ——cosx + —cosx + —sinx = e*sinx
2 2 2 2
Vysledek feseni:

ex
fex-smxdx =5 (sinx — cosx)
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Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C

Priiklady k procviceni:
1) Vypoctéte primitivni funkei k funkci: [ e*- cos x dx

[ez—x- (sinx + cosx) + C]
2) Vypoététe primitivni funkci k funkei: [ cos? x dx

;-(x+sinx-cosx) + C]

L]
|

3) Vypoctéte primitivni funkei k funkci: [ sin? x dx

L |
N |-

- (x —sinx - cosx) + C]
4) Vypoctéte primitivni funkei k funkci: [ sin(In x) dx

[g- [sin(Inx) — cos(Inx)] + C]
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Integracéni metody — metoda substitucni
Varianta A

Vypoctéte primitivni funkei k funkcei:
[12x- (x? + 15)11 dx

Reseni:

Pouzijeme metodu substituéni k vypoctu primitivni funkce:

dt 11+1
12x - (x> + 15)11d =f12 -t11-—=6ft11dt=6 C =
f x-(x*+15) X X % 11 +
—6t12+C—1t12+C—1( 2+15)%2 +C
BRI 2V
t=x%+15
dt = 2x - dx
dat p
2x x
Kontrolu vysledku mizeme provést naslednym derivovanim:
1 SV
G2 +15)7 + c] = 7+ 1) 20 = 120 (2 + 151

Vysledek feseni:

1
f 12x - (x* +15)dx = E(x2 +15)12 +C

Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C
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Priklady k procviceni:
1) Vypoctéte primitivni funkei k funkcei:
a) [x%-(2x3 —4)%dx b) [ 4x - Va? + 4dx

[a)%(2x3—4)6+C;b)§(x2+4)-4\/x2+4+C]

2) Vypoctéte primitivni funkei k funkci:
a) [9x%- (x3 —1)8%dx b) [ 6x - VxZ — 8dx

[a)%(x3—1)9+C;b)§(x2—8)-5\/x2—8+C]

3) Vypoctéte primitivni funkei k funkei:

a) [ (%x — 11)15 dx b) [ sin(5x) dx

BHEE 11)16 +C ;b) —Zcos(5x) + €]

4) Vypoctéte primitivni funkci k funkci:

a) [ Gx - 4)11 dx b) [ cos(4x) dx

[a)%(%x — 4)12 +C; b)isin(4x) + C]



Integralni pocet 23

Integracéni metody — metoda substitucni
Varianta B

Vypoctéte primitivni funkei k funkcei:

[2sinx - cos®xdx

Reseni:

Pouzijeme metodu substituéni k vypoctu primitivni funkce:

3+1
fZSinx-cos3xdx=f—Zsinx-t3-_ =—2ft3-dt=—2 +C=
sin x 3+1
= 2t4+C— costx+C
= 2 = 2cos x
t =cosx
dt = —sinx - dx
dt
—— = dx
sin x

Kontrolu vysledku mizeme provést naslednym derivovanim:

1 /
—Ecos‘*x + C] = —Ecos3x - (—sinx) = 2cos3 x - sinx

Vysledek feseni:

1
stinx-cos3xdx = —Ecos4x+(,'

Priklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C
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Priklady k procviceni:
1) Vypoctéte primitivni funkci k funkci:

a) [ sinx - vcosx dx b)f(xfiz) dx

[a)gcosx-\/cosx+ C;b)3-In(x?+2) +C]

2) Vypoctéte primitivni funkei k funkci:
a) [ sin®x - cosx dx b)fﬁd

1
2(x2+1) T ]

[a)ésin3x+C;b)—

3) Vypoctéte primitivni funkei k funkei:

In? x

a) [—dx b) J

X

2
X
dx
3+1

VX

[@) 2+ € b) 2VaZ 1 +C)

3

4) Vypoctete primitivni funkei k funkei:

2, p3x _2
a) [ 5x2- e3* dx b)f%__zdx

[a)§e3x +C:b) 33 (x—2)2+C]
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Integracéni metody — metoda substitucni
Varianta C

Vypoctéte primitivni funkei k funkcei:

[ sin? x - cos® x dx

Reseni:
Pouzijeme metodu substituéni k vypoctu primitivni funkce s upravou goniometrickych

vzorcu:

fsinzx-cos?’xdx:.[sinzx-coszx-cosxdx=fsinzx-(l—sinzx)-cosxdx=

=f(sinzx-cosx—sin4x-cosx)dx=fsinzx-cosxdx—fsin“x-cosxdx=

f 2 gt f ' g 3 Z5 ic sin3x sin®x .
= — | z*dz=——— = -
3 5 3 5
t =sinx Z =Ssinx
dt = cosx - dx dz = cosx - dx
at = dx az = dx
CosXx CosSXx

Kontrolu vysledku mizeme provést naslednym derivovanim:

. 2 5 . 4,
:§Sll’1 X‘COSX—ESIH X-+COSX =

- . ,
sin®x  sin®x

3 5

+C

= sin%x - cos x — sin?x - sin®x - cos x = sin®x - cos x — sin®x - (1 — cos?x) - cosx =

= sin%x - cos x — sin®x - cos x + sin®x - cos?x - cos x = sin® x - cos3 x

Vysledek feseni:

L, 3 sin®x sin®x
sin“x-cos’xdx = 3 3 +C
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Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C

Piiklady k procviceni:
1) Vypoctéte primitivni funkei k funkci:

a) [ sin® xdx b) [ sin x - cos® x dx

SlIl x sm X

[2)

+(C]

2) Vypoctéte primitivni funkei k funkei:

a) [ cos® xdx b) [ sin* x - cos® x dx

sm x sin”x

[a)smx——sm X +- sm Sx+C;b) + C]
3) Vypoctéte primitivni funkei k funkei:
)f::;zx b) [ tg3x dx
1 1
[a)cos x + -t C ;b)In|cos x| + o T C]

4) Vypoctete primitivni funkei k funkci:

cos x sin3 x
a) fsm3 b) f1+coszxdx
[a) — + C ; b) cos x — 2arctg(cos x) + C]

2 sm2
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Integracéni metody — integrace lomené funkce
Varianta D

Vypoctéte primitivni funkei k funkci:

2x2 —-3x—-1
f dx

x3+2x2—x—2

Reseni:

Pouzijeme metodu integrace lomené funkce:
[t [eme et e
x3+2x2—x 2 (x +1) (x — (x +2)

x3+2x2—x-2=(x+2)-(x—-1-(x+1)
2x>—=3x—-1=A4A-(x+2)-x—-1D+B-x+2)-x+1D+C-(x—1)-(x+1)
2x2—=3x—1=A-(x*+x—-2)+B-(x*+3x+2)+C-(x*-1)
2x2—-3x—1=Ax>+Ax —2A+Bx>+3Bx+ 2B + Cx*> —C

Z rovnice vybereme a porovname koeficienty, které si odpovidaji spole¢nymi proménnymi.
2=A+B+C

—-3=A+3B

—-1=-24A+2B-C

Po upravé téchto rovnic (fesSime jako linearni rovnice) dostavame hodnoty pro A, B, C:

1 13
A=-2B=-5C=~

j( +1)dx+f( dx+f( +2) J o +1)dx+j—ﬁdx+

dx +

+fmd"=‘fmd“fm fmd"

1 13
= —2In|x + 1| —§ln|x —1] +?ln|x +2|+C

Vysledek feseni:

f 2x2 -3x—-1

1 13
B —x_z%x="2Inlx+1]—glnjx - 1| +—-Injx + 2| +C
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Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C

Piiklady k procviceni:
1) Vypoctéte primitivni funkei k funkci:

f 2x+ 7 d
xZ+x—2 .

[3In|x — 1| —In|x + 2| + C]

2) Vypoctéte primitivni funkci k funkei:

f x—1 d
22 +3x 41
[-3In|2x + 1| + 2In|x + 1| + C]

3) Vypoctéte primitivni funkei k funkei:
f 2x—1 d
x2-(2+3x) x
2 — 2|2 + 3x| + Zln|x| + €]
x 4 4

4) Vypoctéte primitivni funkci k funkei:

x3+6x2+9x+7d
x—-22 (x—5

100 100 64 19
[—Tlnlx - 2| +Tln|x - 5| + 3(x-2) + 2(x—2)2]
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Integralni pocet

Urcity integral
Zakladni uloha integralniho poctu je nalezeni primitivni funkce k dané funkci v daném
intervalu. Tato primitivni funkce souvisi s fadou konkrétnich tloh pro vypocet obsahu

rovinnych utvari a objemu rotacnich téles.

Pojem urcity integral se definuje na uzavieném intervalu {a, b) pomoci primitivni funkce.

M¢éjme ddny funkce F, f definované na uzavieném intervalu (a, b). JestliZe pro kaidé
x € {a, b) plati F'(x) = f(x), pFicemZ derivaci funkce F v bodé a rozumime derivaci v bodé
a zprava, derivaci funkce F v bodé b derivaci v bodé b zleva, iikame, Ze funkce F je

primitivai funkci k funkci f na uzavieném intervalu (a, b).

Y Graf funkce y = f(x); x € {a, b), funkce je v tomto
intervalu spojita a nezaporna. Tento graf funkce,
primky x = a; x = b a primka y = 0 omezuji jisty
rovinny utvar o jistém obsahu. Nasim ukolem je

urcit obsah tohoto utvaru.

=V

Provadime hruby odhad velikosti obsahu utvaru pomoci nejvétsi a nejmensi funkcni hodnoty

funkce na intervalu (a, b).

Necht’ F je primitivni funkce k funkci v intervalu {a, b). Rozdil F(b) — F(a) funkénich

hodnot funkce F v libovolnych bodech a, b tohoto intervalu se nazyvad urcity integrdl funkce

fvmezich od a do b a znadi se f; f(x) dx.

b
[ r@ ax=r - F@
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b
[ reax=1rcon

b
[ r@ ax=1rone = F®) - F@)

Newtoniv urcity integral, kde a — je dolni mez integralu, b — je horni mez integralu.

Danych primitivnich funkei je nekone¢né¢ mnoho, jsou vzajemné posunuty o konstantu C.
Hodnota rozdilu funk¢énich hodnot funkce F nezavisi na tom, kterou z primitivnich funkci k

funkeci f'zvolime.
Gx)=F(x)+C
G(b)—G(a)=Fb)+C—[F(a)+C]=F()—-F(a)

Urcity integral je realné Cislo, jednoznacné urcené funkci f a mezemi a, b. Za téchto
podminek udava urcity integral obsah utvaru, ohraniceného grafem funkce f, osou x, a
primkami x = a; x = b.

W

ety:

:

b b b
f ey F1(0) + €3 - f,(0)] dx = ¢ f f1(0dx + ¢ f £2(x) dx
b

9\

b b
[F (0 + g()] dx = f Fadx + f g(x) dx

b

fc-f(x) dx = cfbf(x)dx

a

Pti vypoctu ur€itého integralu nemdme moznost kontrolovat spravnost vypoctu jako pti

vypoctu primitivni funkce, kde se vzdy dodatecné derivovanim vysledku miizeme presvédcit

o jeho spravnosti.
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Je-li f spojitd a nezapornd funkce v intervalu {a, b), pak

b
ff(x)dx >0

Jsou-li f, g funkce spojité v intervalu (a, b) a je-li f (x) = g(x) pak

b b
ff(x)dxz fg(x)dx

Pii zaméné mezi urcitého integralu se méni znaménko

b a
‘[f(x)dx= —bff(x)dx

b a
f fGOdx = F(b) — F(@) = —[F(a) - F(b)] = f FOO)dx
a b

Véta o aditivnosti urcitého integralu.

Je-li funkce f spojita v intervalu, ktery obsahuje libovolné poloZené body a, b, c, pak plati:

ff(x)dx=ff(x)dx+ff(x)dx
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Urcity integral
Varianta A

Vypoctéte urcity integral:

3
J(4x3 +1)dx
2

Reseni:

Pouzijeme zakladni vzorce pro vypocet a pravidla pro integrovani souctu funkci.

3 3 3 4X3+1
f(4x3+1)dx= f4x3dx= fldxz l3+1l + [x]3, = [x*13, + [x]3, =
2 -2

-2 -2
[3* — (=2)4]+[3 = (=2)] = (81— 16) + (5) = 70

Vysledek feseni:
3
J(4x3 +1)dx =70
2

Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C
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Priklady k procviceni:
1) Vypoctéte urcity integral:

2) 7 (4x%) dx b) [ (f) dx

[2) 16 : b) 2]
2) Vypoctéte urcity integral:
a) f_21(2x3 —4)dx b) f_ll (x5 + %x) dx

[a) —4,5;b) 0]

3) Vypoctéte urcity integral:
Jy 4sinxdx [8]

4) Vypoctéte urcity integral:

J§ 2cos xdx [1]
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Urcity integral
Varianta B

Vypoctéte urcity integral:

1
f 3322 dx

=2
Resent:
1 1
S PR O i R 1 R O Y S
(st ax= o= 5] =[] =[], = e v, -

=3|(1-Y@?) - (-2- ¥(=2)7)| =3(1 +2V4) =3+ 6V4

Vysledek feseni:

1
jSde=3+6W
-2

Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C



Priklady k procviceni:

1) Vypoctéte urcity integral:

a) foa 43/x dx

2) Vypoctéte urcity integral:

a) [ (= +1)dx

3) Vypoctéte urcity integral:

fle%dx

4) Vypoctéte urcity integral:

fOZ 2% dx

Integralni pocet

b) [, © VxS dx

4

b

(

1
Va

[a) 48;b) 511 ]

—x) dx

[a) 0; b) —5,5]

[2]

[i]

In2
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Urcity integral
Varianta C
Vypoctéte urcity integral:

[(E=2)e

-2

Reseni:

-2

2

6 2 _ © 2 6 2 _7)2
f(i_:)dx= f(x+1)dx=lx7+xl = 67+6—<( 22) —2>l=24
_2 -

Vysledek feseni:

I

1
)dx=24

Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C

1) Vypoctéte urcity integral:
a) [ (x—1)- (x—2)dx

2) Vypoctéte primitivni funkci k funkci:

a) feez (— g) dx

b) [{(2x — 1) - (x +2) dx

16 37
DEDES

b) foz e*dx
[a) —7;b) e? — 1]




3) Vypoctéte urcity integral:

T

3
j(sinx —x)dx
0

4) Vypoctéte urcity integral:

T

3
f(l + cosx) dx
0

Integralni pocet

1 nm?

;-5

2 18

G+
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Metody vypoctu urcitého integralu

metoda substituce

Slouzi k vypoctu urcitého integralu ze slozené funkce, kde nahradime elementarni funkci
novou proménnou a zjednodusime tak slozenou funkci. V ptipadé zavedeni nové proménné se

podle zvolené substituce zméni také meze urcitého integralu.

Jsou-li funkce t = g(x) a jeji derivace g’ (x) spojité v uzavieném intervalu {a, b) a je-li
zaroven spojita i funkce f(t) pro vSechna t = g(x), kde x € (a, b), pak plati

b g(b)
[ rlg@-gwax= | rwar
a

g(a)

Nové meze v substituci t = g(x) uré¢ime jako funkéni hodnoty g(a), g(b).

metoda per partes

Jsou-liu = u(x),v = v(x) funkce majici v intervalu (a, b) spojité derivace, pak plati
b b

fu-v’-dxz [u-v]z—fu’-v-dx

a a

Hodnoty horni a dolni meze se v metod¢ per partes neméni oproti ptivodnim hodnotdm mezi.
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Metody vypoctu uréitého integralu
Varianta A — metoda per partes

Vypocti ur€ity integral metodou per partes:

f(x+ 1) -sinxdx
0

Reseni:

Pouzijeme pro vypocet metodu per partes.

s s
f(x+ 1) -sinxdx =[—(x+ 1)-cosx]g—f—cosxdx =
0 0

s
= —[(x+1)-cosx]g +fcosxdx = —[(x+1)-cosx]7 + [sinx]] =
0
=—[(mr+1)-cost—(0+1):-cos0] +sint—sin0=—-[-r—1-1]+0=2+7

u=x+1 v =sinx

u = V= —COoSX

Vysledek feseni:

T
j(x+1)~sinxdx=2+1t
0

Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C
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Priklady k procviceni:
1) Vypoctéte urcity integral:

1
f(x2—2x+1)-exdx
0

[2e — 5]

2) Vypoctéte urcity integral:
3

j (x+1)-e*dx

0

[3e*]

3) Vypoctéte urcity integral:

e

fxz-lnxdx
1

[5 (23 — 1]

4) Vypoctéte urcity integral:

e

fx-lnxdx
1

[ (e - 1)]



Metody vypoctu uréitého integralu
Varianta B — metoda substituce

Vypocti urcity integral metodou substituce:

2x - sin(x?) dx

O%:

Reseni:

2 2

Y3 Y3

r dt
f 2x - sin(x?) dx = f 2x - sin(t)ﬂ = f sin(t) dt = [— cos t]’OT2
0

0 0
=—(-1-1)=2

t=x? t(0)=0%=0
dt = 2x - dx t(n) = n?
dt

—=d
2x x

Integralni pocet

= —[cos w? — cos 0]

Vysledek feseni:

f 2x-sin(x?)dx = 2
0

Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C
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Priklady k procviceni:

1) Vypoctéte primitivni funkci k funkci:

2

2
fx el dx
1

2) Vypoctéte primitivni funkci k funkci:

T

2

CcoS X

— dx
sin3 x

T

6

3) Vypoctéte primitivni funkei k funkci:

3
er+1

dx
“ Vvx+1

4) Vypoctéte primitivni funkei k funkci:

3
e?Vx

|

-1

dx

[> (e — e2)]

[3]

[e? —1]
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Metody vypoctu uréitého integralu
Varianta C
Vypoctéte urcity integral:

8
vx+1+1
5 vx+1-1

X

Reseni:
3 3

8 3
Vx+1+1 t+1 t2 4+t
dx = ———Zbdtzzft_ldt=2f<

———dx
Vx+1-1 t—1
3 2 2 2

2
t+2+—>dt=
t—1

£2 3 32 22
=2 —+2t+21n|t—1|l =2[(7+2-3+21n|3—1|>—<7+2-2+21n|2—1|>l
2

2

=2[(10,5+2In2) — (6)] =9 + 4In2

t=vx+1 t3)=V3+1=2 2+ + (-1 =t+2+
t?=x+1 t(8)=vV8+1=3
2t -dt = dx
Vysledek feseni:
8
vx+1+1
————dx=9+4In2
3 vx+1-1
Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C
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Priklady k procviceni:

1) Vypoctéte primitivni funkci k funkci:

2

[“&

dx

2) Vypoctéte primitivni funkei k funkei:

1
x+1

kA 3\/x— 1

dx

3) Vypoctéte primitivni funkei k funkci:

2
f(3x+2)-lnxdx
1

4) Vypoctéte primitivni funkci k funkei:

a) fle In x dx

17
[10In2 -]

=]

15

[1]
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Uziti urcitého integralu
Pomoci urcitého integralu je mozné vypocitat obsahy rovinnych ttvard, objemy a povrchy

rotacnich téles a délky rovinnych kiivek.

Vvpocet obsahu rovinného atvaru

Pti vypoctu obsahu musi byt dany utvar vymezen po svém obvodu. Nejcastéji je omezen osou
x (ptimka o rovnici y = 0), dolni a horni hranici, coz jsou ptimky (x = a; x = b), déle grafem
spojité nezaporné funkce v uzavieném intervalu {(a, b).

Pro obsah takového utvaru plati:

Pti feSeni nekterych tloh mliZze nastat situace, kdy integrovana funkce nabyva v uzavieném
. , v - 1 (b
intervalu (a, b) nekladnych hodnot, tzn., Ze integral fa f(x)dx <0.

Potom obsah ttvaru omezeného takovouto funkci musime urcit jako absolutni hodnotu

prislusného urcitého integralu:

‘ ‘ |

y=0

0 b b
‘| | ||‘ s = ff(x)dxz—ff(x)dx

f(x)
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Poslednim pfipadem pro umisténi utvaru a jeho vypoctu obsahu je moznost, Ze funkce
omezujici tento utvar mize nabyvat jak kladnych, tak zapornych hodnot v uzavieném
intervalu (a, b).

V tomto piipad¢ rozdélime interval na ¢asti, ve kterych nabyva funkce kladnych hodnot a

¢asti, ve kterych nabyvé zapornych hodnot. Vypocet pak provedeme:
c d b

S=jf(x)dx—jf(x)dx+jf(x)dx

a c d

Vypocet obsahu utvaru omezeného dvéma funkcemi

Utvar je ohrani¢en dvéma kiivkamiy = f(x);y = g(x);x =a;x = b
Obe¢ funkce jsou nezaporné na intervalu {(a, b), spojité a f(x) = g(x), pro x € {(a, b).

Pro obsah takovéhoto utvaru dostavame:

b
s= f F ) — 9] dx

Tento vzorec plati i pro funkce, které jsou zaporné, jelikoz velikost obsahu mezi témito

funkcemi je nezavisly na spole¢ném posunuti téchto funkci.
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Jde o vypocet objemu rota¢niho télesa, které vznikne rotaci utvaru omezeného funkei f(x) a

Vypocet objemu rotacnich téles

pfimkami x = a; x = b kolem osy x.

f(x)

=]
N}
S
=V

Pro objem rotacniho télesa plati:
b
V=V(b) V(@ = [ 7 2 dx = [F@IE = Fb) - F(@)
a
(Objem valce rotacnimu télesu vepsanému a objem valce rotacnimu télesu opsanému)
b

V= nffz(x)dx

a
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Uziti integralniho poctu
Varianta A — obsah rovinného utvaru

Vypoctéte obsah ttvaru, ktery je ohrani¢en kiivkami:
fry=x2—-1y=0x=—-1;x=2

Resent:

fix? -1

-1

Grafem funkce je parabola, ktera je posunuta po ose y. Spole¢n¢ s dalsSimi podminkami ndm

ohranicuje utvar, jehoz obsah mame urcit. Dany utvar rozdélime na dvé ¢asti, pod osou x

(oranzovy), nad osou x (Cerveny). Pro obsah daného tutvaru plati:

-]
——x
3 -1

23 (1)3
* ?_2_<T_1>l=|

1 2
S=85+S,= f(xz—l)dx +f(x2—1)dx:
-1 1

13 (-1)?

|

x3 r
— — X e
3 1
+4_8
3 3

Vysledek feSent:

Obsah daného utvaru omezeného kiivkami f:y = x?2 — 1;y = 0;x = —1;x = 2, je g.
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Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C

Priiklady k procviceni:
1) Urcete obsah utvaru vymezeného kiivkou o funkci: y = éxz; (=2;2).
[1,8]
2) Uréete obsah utvaru vymezeného kiivkou o funkci: y = v/x; (0; 16).
[85,3]
3) Ur&ete obsah utvaru vymezeného kiivkami: y = x; y = x + sin?x; x = 0; x = 7.
]

-sinx; y=0;x € (0, ).

4) Urcete obsah utvaru vymezeného kfivkami: y = e™

1+e™

[Ze”]
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Uziti integralniho poctu
Varianta B — obsah rovinného utvaru

Vypoctéte obsah ttvaru, ktery je ohrani¢en kiivkami:

fry=2—-x%gy=x—4

Resent:

Grafy funkci f, g vymezuji obsah, jehoz velikost mame urcit. Nejprve potiebujeme urcit
pruseciky obou grafti funkci, abychom nasli dolni a horni mez, pro vypocet obsahu.
fry=2—-x%gy=x—4

2—x2=x—-4=>x>+x—-6=0

X, =-3;x,=2

Pruseciky funkci jsou body —3; 2.



Integralni pocet

2 2 2
S = _{[f(x) —g(x)]dx = _{[2 —x?—(x—4)]dx = _f3(—x2 —x+ 6)dx =

3 2

= l—2—3—2—2+6-Zl—[—(_33)3—(_3)2+6-(—3)l = (g)_<_2_7):£5

x3  x? 2
=[————+6xl _
-3

3 2 2 2 6

Vysledek feseni:
125

Obsah daného utvaru omezeného kiivkami f:y = 2 — x?%; g:y = x — 4, je -

Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C

Piiklady k procviceni:
1) Urgete obsah ttvaru ohrani¢eného kiivkou y = 0,5x2 a ptimkou y = x + 4

[18]
2) Uréete obsah utvaru ohrani¢eného kiivkou vx + ﬁ = 3 a osami soufadnic.

[13,5]
3) Urcete obsah utvaru ohrani¢eného oblouky dvou protinajicich se parabol

y=2x>—8x+3,y=x*—4x+6 [4]

4) Urgete obsah ttvaru ohrani¢eného oblouky kubickou funkci y = x3 a pfimkou y = x.

[0,5]



Integralni pocet

Uziti integralniho poctu

Varianta C — objem rotac¢niho télesa

Vypoctéte objem kulové usece, ktera je ¢asti koule o poloméru 5cm a jejiz vyska je 3cm.
Reseni:

Nejprve potiebujeme ziskat predpisy funkce kiivky, jejiz rotaci vznikne objem kulové vysece.
Dale potiebujeme ziskat horni a dolni mez pro vypocet objemu.

A
y X=r—v

\

r2 — x2

<
I

.

v

Kruznice mé analytické vyjadfeni: x? + y2 = r?, tzn., ze funkce se udavajici predpis kiivky
je:fry = Vrz —x2.

Dalsi kiivky urcujici vysku kulové usece jsou: g:x =r —v, hix =r,i:y = 0.
Dolni mez je ur€ena: g:x =r—v=5—-3 =2

Horni mez je urCena: h:x =r =5

V=mn ffz(x)dx=n f(\/rz—xz)z dx =1 J(rz—xz)dx=n xrz—xg—3 ) =
:T[[T‘ T2—§_<(T—U)'T2—(r_3v)3>]:

2r3 1 1 1
=7 T—r3 + vr? +§(r3 —3r%v + 3rv? — v3)l = n(rvz —§v3) = §nv2(3r - )



Integralni pocet

1 1
V=§T[U2(3T'—U)=§T['32°(3'5—3)=36T[

53

Vysledek feseni:

Objem kulové tsece je 36mem?3 .

Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C

Priklady k procviceni:
1) Vypoctéte objem rotacniho télesa, které vznikne rotaci utvaru ohrani¢eného kiivkami

y=x,y =i,y = 0, x = 2 kolem osy x.

5

[z 7]
2) Vypoctéte objem rotacniho télesa, které vznikne rotaci titvaru ohrani¢eného kiivkami
y = x2, y = x, kolem osy x.

2

[ 7]

3) Vypoctéte objem rotacniho télesa, které vznikne rotaci Gtvaru ohrani¢eného kiivkami

y=x%+3, x=—1,x =1,y = 0 kolem osy x.
112
ey
4) Vypoctéte objem rotacniho télesa, které vznikne rotaci titvaru ohrani¢eného ktivkami

y2+x—4 =0, x =0 kolem osy y.

512
[ ]




