
INTEGRÁLNÍ POČET – NEURČITÝ INTEGRÁL, 
URČITÝ INTEGRÁL 
 

 

 

Gymnázium Jiřího Wolkera v Prostějově 
Výukové materiály z matematiky pro vyšší gymnázia 

Autoři projektu Student na prahu 21. století - využití ICT ve 
vyučování matematiky na gymnáziu 

 

 

 

 

INVESTICE DO ROZVOJE VZDĚLÁVÁNÍ 

Tento projekt je spolufinancován Evropským sociálním fondem a státním rozpočtem České republiky 
 

 

 
Prostějov 2010 

 

 

 

   



2 Integrální počet  

 
Úvod  
Vytvořený  výukový  materiál  pokrývá  předmět  matematika,  která  je  vyučována  v osnovách 
a tematických  plánech  na  gymnáziích nižšího a vyššího stupně. Mohou ho však využít všechny 
střední a základní školy, kde je vyučován předmět matematika, a které mají dostatečné technické 
vybavení a zázemí. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Cílová skupina: 
Podle chápání a schopností studentů je stanovena úroveň náročnosti vzdělávacího plánu a výukových 
materiálů. Zvláště výhodné jsou tyto materiály pro studenty s individuálním studijním plánem, kteří se 
nemohou pravidelně zúčastňovat výuky. Tito studenti mohou s pomocí našich výukových materiálů 
částečně kompenzovat svou neúčast ve vyučovaném předmětu matematika, formou e-learningového 
studia. 
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Integrální počet 

Primitivní funkce 

Mějme dány dvě funkce ݂: ݕ ൌ :ܨ ଷ aݔ4 ݕ ൌ  ସݔ

Pro derivaci funkce F platí: ݔ׊ א Թ; ሻݔሺ´ܨ  ൌ ሺݔସሻ´ ൌ  .ଷݔ4

Což znamená, že funkce f je derivací funkce F.   

ሻݔሺ´ܨ ൌ ݂ሺݔሻ. 

Najít k funkci f funkci F, pro kterou ܨ´ሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ je základní úloha integrálního počtu. 

 

Mějme dány funkce F, f definované v otevřeném intervalu (a, b). Jestliže pro všechna 

ݔ׊ א ሺܽ, ܾሻ platí: ܨ´ሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ, říkáme, že funkce F je primitivní funkcí k funkci f 

v intervalu (a, b).  

 

 

 

Známe-li v intervalu (a, b) k dané funkci f 

jednu primitivní funkci, známe jich 

nekonečně mnoho. Přičtením konstanty C 

jsou vyřešeny všechny případy. 

 

 

Známe-li graf jedné primitivní funkce F 

k funkci f v intervalu, pak grafy všech 

primitivních funkcí k funkci f v intervalu 

dostaneme posunutím grafu funkce F ve 

směru osy y. 

 

 

Je-li funkce F v intervalu (a, b) primitivní funkcí k funkci f, pak každá primitivní funkci 

k funkci f je tvaru ࡲሺ࢞ሻ ൅   .kde C je reálná konstanta ,࡯

 

 

 

y 

x0 
F 

G 

H 
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Pro označení primitivní funkce slouží zápis: 

න݂ሺݔሻ݀ݔ ൌ ሻݔሺܨ ൅  ܥ

funkce f se nazývá integrand 

׬ je integrační znak  

C je integrační konstanta  

dx je symbol, který slouží k odlišení integrační proměnné od případných parametrů. 

 

Postup, při kterém určujeme primitivní funkci ܨሺݔሻ ൅  k dané funkci f, nazýváme ܥ

integrování nebo také integrace funkce f.  

 

Ke každé funkci spojité v intervalu existuje v tomto intervalu primitivní funkce. 
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Základní vzorce pro primitivní funkce  

න0݀ݔ ൌ ;ܥ ݔ א Թ 

න݀ݔ ൌ ݔ ൅ ;ܥ ݔ א Թ 

නݔ௡݀ݔ ൌ
௡ାଵݔ

݊ ൅ 1 ൅ ;ܥ ݔ א ሺ0,൅∞ሻ, ݊ א Թ െ ሼെ1ሽ 

නݔ௡݀ݔ ൌ
௡ାଵݔ

݊ ൅ 1 ൅ ;ܥ ݔ א ሺെ∞,൅∞ሻ, ݊ א Գ 

න
1
ݔ ݔ݀ ൌ න

ݔ݀
ݔ ൌ ln ݔ ൅ ;ܥ ݔ א ሺ0,൅∞ሻ 

න
1
ݔ ݔ݀ ൌ න

ݔ݀
ݔ ൌ lnሺെݔሻ ൅ ;ܥ ݔ א ሺെ∞, 0ሻ 

න
1
ݔ ݔ݀ ൌ ln|ݔ| ൅ ;ܥ ݔ א Թ െ ሼ0ሽ 

න݁௫݀ݔ ൌ ݁௫ ൅ ;ܥ ݔ א Թ 

නܽ௫݀ݔ ൌ
ܽ௫

ln ܽ ൅ ;ܥ ܽ ൐ 0, ܽ ് 1, ݔ א Թ 

නsin ݔ ݔ݀ ൌ െcos ݔ ൅ ;ܥ ݔ א Թ 

නcos ݔ ݔ݀ ൌ sin ݔ ൅ ;ܥ ݔ א Թ 

න
1

ݔଶݏ݋ܿ ݔ݀ ൌ ݔ݃ݐ ൅ ;ܥ ݔ א ቀെ
ߨ
2 ൅ ,ߨ݇

ߨ
2 ൅ ቁߨ݇ , ݇ א Ժ 

න
1

ݔଶ݊݅ݏ ݔ݀ ൌ െܿݔ݃ݐ݋ ൅ ;ܥ ݔ א ሺ݇ߨ, ߨ ൅ ,ሻߨ݇ ݇ א Ժ 

Existují-li v otevřeném intervalu (a, b) primitivní funkce k funkcím ଵ݂ሺݔሻ, ଶ݂ሺݔሻ a jsou-li 

ܿଵ, ܿଶ libovolné konstanty, existuje primitivní funkce k funkci ݂ሺݔሻ ൌ ܿଵ ଵ݂ሺݔሻ ൅ ܿଶ ଶ݂ሺݔሻ a 

platí: 

නሾܿଵ ଵ݂ሺݔሻ ൅ ܿଶ ଶ݂ሺݔሻሿ݀ݔ ൌ ܿଵ න ଵ݂ሺݔሻ ݔ݀ ൅ ܿଶ න ଶ݂ሺݔሻ  ݔ݀

නܿ ݂ሺݔሻ ݔ݀ ൌ ܿන݂ሺݔሻ  ݔ݀

නሾ݂ሺݔሻ ൅ ݃ሺݔሻሿ݀ݔ ൌ න݂ሺݔሻ ݔ݀ ൅ න݃ሺݔሻ  ݔ݀

නሾ݂ሺݔሻ െ ݃ሺݔሻሿ݀ݔ ൌ න݂ሺݔሻ ݔ݀ െ න݃ሺݔሻ  ݔ݀
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Základní vzorce pro výpočet primitivní funkce 

Varianta A 

Vypočtěte primitivní funkci k funkci:  

൫࢞૞׬ ൅ ૛࢞૜ ൅ ૚૞൯࢞ࢊ  

 
Řešení: 

Použijeme základní vzorce pro výpočet a pravidla pro integrování součtu funkcí.  

න൫࢞૞ ൅ ૛࢞૜ െ ૚૞൯࢞ࢊ ൌ නݔହ ݔ݀ ൅ න2ݔଷ ݔ݀ െ න15݀ݔ ൌ 

ൌ නݔହ ݔ݀ ൅ 2නݔଷ ݔ݀ െ 15න݀ݔ ൌ
ହାଵݔ

5 ൅ 1 ൅ ଵܥ ൅ 2 · ቆ
ଷାଵݔ

3 ൅ 1 ൅ ଶቇܥ െ 15 · ሺݔ ൅  ଷሻܥ

ൌ
଺ݔ

6 ൅ 2 · ቆ
ସݔ

4 ቇ െ ݔ15 ൅ ሺܥଵ ൅ ଶܥ ൅ ଷሻܥ ൌ
଺ݔ

6 ൅
ସݔ

2 െ ݔ15 ൅  ܥ

 

Kontrolu výsledku můžeme provést následným derivováním: 

ቆ
଺ݔ

6 ൅
ସݔ

2 െ ݔ15 ൅ ቇܥ
/

ൌ
ହݔ6

6 ൅
ଷݔ4

2 െ 15 ൌ
ହݔ

6 ൅ ଷݔ2 െ 15 

 

Výsledek řešení: 

න൫࢞૞ ൅ ૛࢞૜ ൅ ૚૞൯࢞ࢊ ൌ
૚
૟࢞

૟ ൅
૚
૛࢞

૝ െ ૚૞࢞ ൅  ࡯

 

 

Příklad: 

Varianta A 

Varianta B 

Varianta C 
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Příklady k procvičení: 

1) Vypočtěte primitivní funkci k funkci:  

a) ׬ሺ૛࢞૝ െ ૞࢞૛ ൅ ૞࢞ െ ૝ሻ࢞ࢊ    b) ׬൫૜࢞૞ െ ૝࢞૜ െ ૛࢞૛ െ ࢞൯࢞ࢊ   

 

 [a) ଶ
ହ
ହݔ െ ହ

ହ
ଷݔ ൅ ହ

ଶ
ଶݔ െ ݔ4 ൅ b) ଵ ; ܥ

ଶ
଺ݔ െ ସݔ െ ଶ

ଷ
ଷݔ െ ଵ

ଶ
ଶݔ ൅  [ܥ

 

2) Vypočtěte primitivní funkci k funkci:  

a) ׬ሺ࢞ࢋ ൅ ࢞ሻ࢞ࢊ      b) ׬ሺ૞࢞ െ ૚ሻ࢞ࢊ   

 

[a) 5݁௫ ൅ ଵ
ଶ
ଶݔ ൅ b)  ૞ ;ܥ

࢞

୪୬ହ
െ ݔ ൅  [ܥ

 

3) Vypočtěte primitivní funkci k funkci:  

a) ׬ሺ૝࢞ܛܗ܋ ൅ ૜࢞૛ሻ ׬ (b     ࢞ࢊ ቀ ૞
૛ܖܑܛ ࢞

ቁ    ࢞ࢊ

 

[a) 4 sin ݔ ൅ ଷݔ ൅ ݔ݃ݐ݋b)  െ5ܿ ;ܥ ൅  [ܥ

 

4) Vypočtěte primitivní funkci k funkci:  

a) ׬ሺ૛ ࢞ܖܑܛ ൅ ૛࢞ሻ࢞ࢊ     b) ׬ ቀ ૜
૛ܛܗ܋ ࢞

െ ૚ቁ࢞ࢊ   

 

[a) െ2 cos ݔ ൅ ଶೣ

୪୬ଶ
൅ ݔ݃ݐb)  3 ;ܥ െ ݔ ൅  [ܥ
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Základní vzorce pro výpočet primitivní funkce 

Varianta B 

Vypočtěte primitivní funkci k funkci:  

࢞√൫׬ ൅ √࢞૛૜ ൯    ࢞ࢊ

 
Řešení: 

࢞√൫׬ ൅ √࢞૛૜ ൯ ࢞ࢊ ൌ ݔቀ׬
భ
మ ൅ ݔ

మ
యቁ ݔ݀ ൌ ݔ׬

భ
మ ݔ݀ ൅ ݔ׬

మ
య ݔ݀ ൌ ௫

భ
మశభ

భ
మାଵ

൅ ଵܥ ൅
௫
మ
యశభ

మ
యାଵ

൅ ଶܥ ൌ    

ݔ
ଷ
ଶ

3
2
൅ ଵܥ ൅

ݔ
ହ
ଷ

5
3
൅ ଶܥ ൌ

2
3
ඥݔଷ ൅

3
5
ඥݔହయ ൅ ܥ ൌ

2
ݔ√ݔ3 ൅

3
5 ݔ√ݔ

య ൅  ܥ

 
 
Kontrolu výsledku můžeme provést následným derivováním: 

൬
2
3 ݔ√ݔ ൅

3
5 ݔ√ݔ

య ൅ ൰ܥ
/

ൌ ൬
2
3 ݔ

ଷ
ଶ ൅

3
5 ݔ

ହ
ଷ ൅ ൰ܥ

/

ൌ
2
3 ·

3
2 ݔ

ଷ
ଶିଵ ൅

3
5 ·

5
3 ݔ

ହ
ଷିଵ ൌ ݔ√ ൅ ඥݔଶయ  

 

 

Výsledek řešení: 

නቀ√࢞ ൅ ඥ࢞૛૜ ቁ࢞ࢊ ൌ
૛
૜࢞√࢞ ൅

૜
૞࢞√࢞

૜ ൅  ࡯

 

 

 

Příklad: 

Varianta A 

Varianta B 

Varianta C 
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Příklady k procvičení: 

1) Vypočtěte primitivní funkci k funkci:  

a) ׬൫૛√࢞ ൅ √࢞૜ ൯࢞ࢊ      b) ׬൫૞√࢞ૠ૝ ൅    ࢞ࢊ൯࢞ܛܗ܋

[a) ସ
ଷ
ݔ√ݔ ൅ ଷ

ସ
యݔ√ݔ ൅ b) ଶ଴ ;ܥ

ଵଵ
ଶݔ · ଷరݔ√ ൅ ݊݅ݏ ݔ ൅  [ ܥ

 

2) Vypočtěte primitivní funkci k funkci:  

a) ׬ ൬ √࢞
૜

૝
൅ √࢞

૛
൅ √૞൰࢞ࢊ    b) ׬൫૜࢞ࢋ ൅ ૜√࢞૞૝ ൯࢞ࢊ   

[a) ଷ
ଵ଺
ݔ · యݔ√ ൅ ଵ

ଷ
ݔ · ݔ√ ൅ ݔ5√ ൅ b) 3݁௫ ;ܥ ൅ ସ

ଷ
ଶݔ · రݔ√ ൅  [ܥ

 

3) Vypočtěte primitivní funkci k funkci:  

a) ׬ ൬
ඥ࢞૞
૟

૟
൅ ૚

࢞
൰࢞ࢊ      b) ׬ ൬ૠ૝ √࢞

૝ ൅ ට࢞
૞
൰࢞ࢊ   

[a) 
ඥ࢞૞
૟

ଵଵ
ݔ ൅ ln|ݔ| ൅ b)  ૠ ;ܥ

૞
࢞ · √࢞૝ ൅ ૛

૜√૞
࢞ · √࢞ ൅  [ܥ

 

4) Vypočtěte primitivní funkci k funkci:  

a) ׬ ൬
ඥ࢞૜
૞

૞
൅ ૞

࢞
൰࢞ࢊ      b) ׬ ൬ට࢞

૜
૜ െ ૜

૝ √࢞൰࢞ࢊ   

[a) √௫
యఱ

଼
ݔ ൅ 5 ln|ݔ| ൅ b)  √ଷ ;ܥ

ସ
ݔ · ݔ√ െ ଵ

ଶ
ݔ · ݔ√ ൅  [ܥ
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Základní vzorce pro výpočet primitivní funkce 

Varianta C 

Vypočtěte primitivní funkci k funkci:  

නቆ
࢞૜ െ ૚
࢞ െ ૚ ቇ࢞ࢊ 

 
Řešení: 

නቆ
࢞૜ െ ૚
࢞ െ ૚ ቇ࢞ࢊ ൌ නሺݔଶ െ ݔ ൅ 1ሻ ݔ݀ ൌ

ଶାଵݔ

2 ൅ 1 െ
ଵାଵݔ

1 ൅ 1 ൅ ݔ ൅ ܥ ൌ
ଷݔ

3 െ
ଶݔ

2 ൅ ݔ ൅  ܥ

 
 

Výsledek řešení: 

නቆ
࢞૜ െ ૚
࢞ െ ૚ ቇ࢞ࢊ ൌ

࢞૜

૜ െ
࢞૛

૛ ൅ ࢞ ൅  ࡯

 

 

Nelze postupovat takto!! 

නቆ
࢞૜ െ ૚
࢞ െ ૚ ቇ࢞ࢊ ൌ

ሺ࢞૜׬ െ ૚ሻ࢞ࢊ
ሺ࢞׬ െ ૚ሻ࢞ࢊ

ൌ
࢞૝ െ ࢞
࢞૛ െ ࢞ ൅ ࡯ ൌ

࢞૜ െ ૚
࢞ െ ૚ ൅ ࡯ ൌ ࢞૛ െ ࢞ ൅ ૚ ൅  ࡯

Žádná věta o integrování podílu neexistuje! 

 

 

Příklad: 

Varianta A 

Varianta B 

Varianta C 
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1) Vypočtěte primitivní funkci k funkci: 

a) ׬ ቀ࢞
૜

࢞
െ ࢞૛

√࢞
൅ ૚ቁ࢞ࢊ     b) ׬ ቀ࢞

૝ା࢞૛ା૚
࢞

ቁ࢞ࢊ   

 

[a) ௫
య

ଷ
െ ଶ

ହ
ଶݔ · ݔ√ ൅ ݔ ൅ b)  ௫ ;ܥ

ర

ସ
൅ ௫య

ଷ
൅ ln ݔ ൅  [ܥ

 

2) Vypočtěte primitivní funkci k funkci: 

a) ׬ ቀ࢞
૝

√࢞
െ ࢞૛

૛࢞
ቁ ׬ (b      ࢞ࢊ ቀ࢞

૛ା࢞ି૚

√࢞૜ ቁ    ࢞ࢊ

 

[a) ଶ
ଽ
ସݔ · ݔ√ ൅ ଵ

ସ
ଶݔ ൅ b)  ଷ ;ܥ

଼
ଶݔ · ଶయݔ√ ൅ ଷ

ହ
ݔ · ଶయݔ√ െ ଷ

ଶ
ଶయݔ√ ൅  [ܥ

 

3) Vypočtěte primitivní funkci k funkci: 

a) ׬ሾሺ࢞ െ ૚ሻ૛ · ሺ࢞ ൅ ૚ሻሿ ׬ (b     ࢞ࢊ ൬ ૛

√࢞૜ ൅ ૚
√࢞
െ ૜

ඥ࢞૜૝ ൰࢞ࢊ   

 

[a) ௫
ర

ସ
െ ௫య

ଷ
െ ௫మ

ଶ
൅ ݔ ൅ ଶయݔ√b)  3 ;ܥ ൅ ݔ√2 െ రݔ√12 ൅  [ܥ

 

4) Vypočtěte primitivní funkci k funkci: 

a) ׬ሾሺ࢞૛ െ ૚ሻ · ሺ࢞ െ ૚ሻሿ ׬ (b     ࢞ࢊ ൬ ૝

√࢞૞ ൅ ૚
૛√࢞

െ ૚

૝ ඥ࢞૜૝ ൰࢞ࢊ   

 

[a) ௫
ర

ସ
െ ௫య

ଷ
െ ௫మ

ଶ
൅ ݔ ൅ ସఱݔ√b)  5 ;ܥ ൅ ݔ√ െ రݔ√ ൅  [ܥ
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Integrální počet 

Integrační metody 

Integrování metodou per partes 

Integrování po částech, je založena na derivaci součinu dvou funkcí. Jsou-li dány dvě funkce 

u = u (x), v = v(x), které mají vlastní derivace, pak pro jejich derivaci součinu platí:  

ሾݑ · ´ሿݒ ൌ ´ݑ · ݒ ൅ ݑ ·  ´ݒ

 

Mají-li funkce  u(x), v(x) v intervalu (a, b) spojité derivace, pak v (a,b) platí: 

න࢛ሺ࢞ሻ · ࢜´ሺ࢞ሻ࢞ࢊ ൌ ࢛ሺ࢞ሻ · ࢜ሺ࢞ሻ െ න࢛´ሺ࢞ሻ · ࢜ሺ࢞ሻ࢞ࢊ 

 

Integrování metodou per partes užíváme u funkcí, které jsou ve tvaru součinu a kde je 

možnost nahradit jednu funkcí derivací funkce druhé. 

 

 

 

Integrování metodou substituční 

Substituční metoda nám umožňuje zavedením nové proměnné převést integrovanou funkci na 

funkci, kterou lze integrovat snadněji. Používáme derivaci složené funkce. 

ݐ ൌ ݃ሺݔ଴ሻ 

ݕ ൌ ݂ሺݐሻ 

ݕ ൌ ൣ݂൫݃ሺݔ଴ሻ൯൧
/ ൌ ݂´൫݃ሺݔ଴ሻ൯ · ݃´ሺݔ଴ሻ 

 

Nechť ܨሺݐሻ je primitivní funkcí k funkci ݂ሺݐሻ v intervalu ሺߙ, ݐ ሻ. Nechť funkceߚ ൌ ݃ሺݔሻ 

má derivaci ݃´ሺݔሻ v intervalu ሺܽ, ܾሻ. Pro každé ݔ א ሺܽ, ܾሻ nechť hodnota ݃ሺݔሻ patří do 

intervalu ሺߙ, ,ሻ. Pak v intervalu ሺܽߚ ܾሻ je funkce ܨ൫݃ሺݔሻ൯ primitivní funkcí k funkci 

 ݂൫݃ሺݔሻ൯ · ݃´ሺݔሻ 

න ሺ࢞ሻ൯ࢍ൫ࢌ  · ሺ࢞ሻ´ࢍ ࢞ࢊ ൌ නࢌሺ࢚ሻ ࢚ࢊ ൌ ሺ࢞ሻ൯ࢍ൫ࡲ ൅  ࡯

ݐ ൌ ݃ሺݔሻ 
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Integrační metody – metoda per partes 

Varianta A 

Vypočtěte primitivní funkci k funkci:  

࢞׬ · ܛܗ܋   ࢞ࢊ࢞

 
Řešení: 

Použijeme pro výpočet metodu per partes. 

࢞׬  · ܛܗ܋ ࢞ࢊ࢞ ൌ ݔ · sin ݔ െ ׬ sin ݔ ݔ݀ ൌ ݔ · sin ݔ െ ሺെ cos ݔ ൅ ሻܥ ൌ 

ൌ ݔ · sin ݔ ൅ cos ݔ ൅  ܥ

 

ݑ ൌ ´ݒ               ݔ ൌ cos  ݔ

´ݑ ൌ ݒ              1 ൌ sin  ݔ

 

 

Kontrolu výsledku můžeme provést následným derivováním: 

ሺݔ · ݊݅ݏ ݔ ൅ ݏ݋ܿ ݔ ൅ ´ሻܥ ൌ ݊݅ݏ ݔ ൅ ݔ · ݏ݋ܿ ݔ െ ݊݅ݏ ݔ ൌ ݔ · ݏ݋ܿ  ݔ

 
 

Výsledek řešení: 

න࢞ · ࢙࢕ࢉ ࢞ࢊ࢞ ൌ ࢞ · ࢔࢏࢙ ࢞ ൅ ࢙࢕ࢉ ࢞ ൅  ࡯

 

 

Příklad: 

Varianta A 

Varianta B 

Varianta C 
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Příklady k procvičení: 

1) Vypočtěte primitivní funkci k funkci:  

a) ࢞׬ · ࢞׬ (b      ࢞ࢊ࢞ܖܑܛ · ࢞ࢋ    ࢞ࢊ

 

[a) sin ݔ െ ݔ · cos ݔ ൅ b) ݁௑ ;ܥ · ሺݔ െ 1ሻ ൅  [ܥ

 

2) Vypočtěte primitivní funkci k funkci:  

a) ࢞׬૛ · ܖܔ ׬ (b      ࢞ࢊ࢞ ቀ૚૞ቁ
࢞
· ࢞  ࢞ࢊ

 

[a) ௫
య

ଷ
ቀln ݔ െ ଵ

ଷ
ቁ ൅ b) െ ;ܥ ሺ૞ሻష࢞

୪୬૞
ቀݔ ൅ ଵ

୪୬૞
ቁ ൅ [ ܥ

  

3) Vypočtěte primitivní funkci k funkci:  

a) ׬૛࢞ · ׬ (b       ࢞ࢊ࢞ ࢞ܖܔ
࢞૛
 ࢞ࢊ

 

[a) ଶ
ೣ

୪୬ ଶ
ቀݔ െ ଵ

୪୬ଶ
ቁ ൅ b)  െ૚ ;ܥ

௫
ሺln ݔ ൅ 1ሻ ൅  [ܥ

 

4) Vypočtěte primitivní funkci k funkci:  

a) ࢞׬૜ · ܖܔ ׬ (b      ࢞ࢊ࢞ ࢞ܖܔ
√࢞
 ࢞ࢊ

 

[a) ௫
ర·୪୬௫
ସ

െ ௫ర

ଵ଺
൅ ݔ√b)  2 ;ܥ · ݈݊ ݔ െ ݔ√4 ൅  [ܥ
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Integrační metody – metoda per partes 

Varianta B 

Vypočtěte primitivní funkci k funkci:  

૛࢞׬ · ܖܑܛ   ࢞ࢊ࢞

 
Řešení: 

Použijeme pro výpočet metodu per partes, kterou aplikujeme dvakrát. 

૛࢞׬  · ܖܑܛ ࢞ࢊ࢞ ൌ െݔଶ · cos ݔ െ ݔ2׬ · ሺെcos ሻݔ ݔ݀ ൌ െݔଶ · cos ݔ ൅ ݔ2׬ · ሺcos ሻݔ ݔ݀ ൌ 

ൌ െݔଶ · cos ݔ ൅ ݔ2 · sin ݔ െ න2 · sin ݔ ݔ݀ ൌ െݔଶ · cos ݔ ൅ ݔ2 · sin ݔ െ 2ሺെcos ሻݔ ൅ ܥ ൌ 

ൌ െݔଶ · cos ݔ ൅ ݔ2 · sin ݔ ൅ 2 cos ݔ ൅  ܥ

 

ݑ ൌ ´ݒ                ଶݔ ൌ sin ܽ    ݔ ൌ ´ܾ                ݔ2 ൌ cos      ݔ

´ݑ ൌ ݒ              ݔ2 ൌ െcos ´ܽ    ݔ ൌ 2                  ܾ ൌ sin      ݔ

 

Kontrolu výsledku můžeme provést následným derivováním: 

ሺെݔଶ · cos ݔ ൅ ݔ2 · sin ݔ ൅ 2 cos ݔ ൅ ´ሻܥ ൌ 

ൌ െ2ݔ · cos ݔ െݔଶ · ሺെ sin ሻݔ ൅ 2 sin ݔ ൅ ݔ2 · ݏ݋ܿ ݔ െ 2 sin ݔ ൌ ଶݔ · sin  ݔ

 
 

Výsledek řešení: 

න࢞૛ · ܖܑܛ ࢞ࢊ࢞ ൌ െ࢞૛ · ܛܗ܋ ࢞ ൅ ૛࢞ · ܖܑܛ ࢞ ൅ ૛ ࢞ܛܗ܋ ൅  ࡯

 

 

 

Příklad: 

Varianta A 

Varianta B 

Varianta C 
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Příklady k procvičení: 

1) Vypočtěte primitivní funkci k funkci:  

a) ࢞׬ · ૛ܖܔ ׬ (b      ࢞ࢊ࢞ ૛ܖܔ    ࢞ࢊ࢞

 

[a) ௫
మ

ସ
ሺ2 lnଶ ݔ െ 2 ln ݔ ൅ 1ሻ ൅ ݔ (b ;ܥ · ሺlnଶ ݔ െ 2 ln ݔ ൅ 2ሻ ൅  [ܥ

 

2) Vypočtěte primitivní funkci k funkci:  

a) ׬ ૛࢞׬ (b       ࢞ࢊ࢞ܖܔ · ࢞ࢋ  ࢞ࢊ

 

[a) ݔ · ሺln ݔ െ 1ሻ ൅ ଶ݁௫ݔ (b ;ܥ െ ௫݁ݔ2 ൅ 2݁௫ ൅ [ ܥ

  

3) Vypočtěte primitivní funkci k funkci:  

a) ࢞׬ · ܖܔ ׬ (b      ࢞ࢊ࢞ ࢞૛

࢞ࢋ
 ࢞ࢊ

 

[a) ௫
మ

ଶ
ln ݔ െ ௫మ

ସ
൅ ଶ݁ି௫ݔb)  െ ;ܥ െ ௫ି݁ݔ2 െ 2݁ି௫ ൅  [ܥ

 

4) Vypočtěte primitivní funkci k funkci:  

a) ׬ሺ࢞૛ െ ૜࢞ ൅ ૛ሻ · ࢞ࢋ ሺ࢞૛׬ (b     ࢞ࢊ െ ࢞ሻ · ࢞ࢋ  ࢞ࢊ

 

[a) ݔଶ݁௫ െ ௫݁ݔ5 ൅ 7݁௫ ൅ ଶ݁௫ݔ (b ;ܥ െ ௫݁ݔ3 ൅ 3݁௫ ൅  [ܥ
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Integrační metody – metoda per partes 

Varianta C 

Vypočtěte primitivní funkci k funkci:  

࢞ࢋ׬ · ܖܑܛ   ࢞ࢊ࢞

 
Řešení: 

Použijeme pro výpočet metodu per partes, kterou aplikujeme dvakrát. 

࢞ࢋ׬  · ܖܑܛ ࢞ࢊ࢞ ൌ െ݁௫ · cos ݔ െ ׬ ݁௫ · ሺെcos ሻݔ ݔ݀ ൌ െ݁௫ · cos ݔ ൅ ׬ ݁௫ · ሺcos ሻݔ ݔ݀ ൌ 

ൌ െ݁௫ · cos ݔ ൅ ݁௫ · sin ݔ െ න݁௫ · sin ݔ  ݔ݀

ݑ ൌ ݁௫                ݒ´ ൌ sin ܽ    ݔ ൌ ݁௫                ܾ´ ൌ cos      ݔ

´ݑ ൌ ݁௫              ݒ ൌ െcos ´ܽ    ݔ ൌ ݁௫               ܾ ൌ sin    ݔ

 

Výpočet integrálu metodou per partes nevede k řešení, jelikož se vracíme na začátek k funkci, 

kterou jsme chtěli původně integrovat. Pro tento typ výpočtu integrálů používáme početního 

obratu, při kterém se snažíme vypočítat hledanou primitivní funkci z početní rovnice: 

න݁௫ · sin ݔ ݔ݀ ൌ െ݁௫ · cos ݔ ൅ ݁௫ · sin ݔ െ න݁௫ · sin ݔ  ݔ݀

න݁௫ · sin ݔ ݔ݀ ൅ න݁௫ · sin ݔ ݔ݀ ൌ െ݁௫ · cos ݔ ൅ ݁௫ · sin  ݔ

2න݁௫ · sin ݔ ݔ݀ ൌ ݁௫ · ሺsin ݔ െ cos  ሻݔ

න݁௫ · sin ݔ ݔ݀ ൌ
݁௫

2 · ሺsin ݔ െ cos  ሻݔ

 

Kontrolu výsledku můžeme provést následným derivováním: 

൤
݁௫

2 · ሺsin ݔ െ cos ሻ൨ݔ
ᇱ

ൌ
݁௫

2 · ሺsin ݔ െ cos ሻݔ ൅
݁௫

2
ሺcos ݔ ൅ sin ሻݔ ൌ 

ൌ
݁௫

2 sin ݔ െ
݁௫

2 cos ݔ ൅
݁௫

2 cos ݔ ൅
݁௫

2 sin ݔ ൌ ݁௫ sin  ݔ

 

Výsledek řešení:  

න࢞ࢋ · ܖܑܛ ࢞ࢊ࢞ ൌ
࢞ࢋ

૛ · ሺܖܑܛ ࢞ െ ܛܗ܋ ࢞ሻ 
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Příklad: 

Varianta A 

Varianta B 

Varianta C 

 

 

 

Příklady k procvičení: 

1) Vypočtěte primitivní funkci k funkci: ࢞ࢋ׬· ࢙࢕ࢉ   ࢞ࢊ࢞

[௘
ೣ

ଶ
· ሺsin ݔ ൅ cos ሻݔ ൅  [ܥ

2) Vypočtěte primitivní funkci k funkci: ׬ ૛ܛܗ܋   ࢞ࢊ࢞

[ଵ
ଶ
· ሺݔ ൅ sin ݔ · cos ሻݔ ൅  [ܥ

3) Vypočtěte primitivní funkci k funkci: ׬ ૛ܖܑܛ  ࢞ࢊ࢞

[ଵ
ଶ
· ሺݔ െ sin ݔ · cos ሻݔ ൅  [ܥ

4) Vypočtěte primitivní funkci k funkci: ׬      ࢞ࢊሻ࢞ܖܔሺܖܑܛ

[௫
ଶ
· ሾsinሺln ሻݔ െ cosሺln ሻሿݔ ൅  [ܥ
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Integrační metody – metoda substituční 

Varianta A 

Vypočtěte primitivní funkci k funkci:  

૚૛࢞׬ · ሺ࢞૛ ൅ ૚૞ሻ૚૚   ࢞ࢊ

 
Řešení: 

Použijeme metodu substituční k výpočtu primitivní funkce: 

න૚૛࢞ · ሺ࢞૛ ൅ ૚૞ሻ૚૚ ࢞ࢊ ൌ න12ݔ · ଵଵݐ ·
ݐ݀
ݔ2 ൌ 6නݐଵଵ݀ݐ ൌ 6

ଵଵାଵݐ

11 ൅ 1 ൅ ܥ ൌ 

ൌ 6
ଵଶݐ

12 ൅ ܥ ൌ
1
2 ݐ

ଵଶ ൅ ܥ ൌ
1
2
ሺݔଶ ൅ 15ሻଵଶ ൅  ܥ

 

ݐ ൌ ଶݔ ൅ 15 

ݐ݀ ൌ ݔ2 ·  ݔ݀
ݐ݀
ݔ2 ൌ  ݔ݀

 

Kontrolu výsledku můžeme provést následným derivováním: 

൤
1
2
ሺݔଶ ൅ 15ሻଵଶ ൅ ൨ܥ

/

ൌ
12
2
ሺݔଶ ൅ 15ሻଵଵ · ݔ2 ൌ ݔ12 · ሺݔଶ ൅ 15ሻଵଵ 

 
 

Výsledek řešení: 

න૚૛࢞ · ሺ࢞૛ ൅ ૚૞ሻ૚૚ ࢞ࢊ ൌ
૚
૛
ሺ࢞૛ ൅ ૚૞ሻ૚૛ ൅  ࡯

 

 

Příklad: 

Varianta A 

Varianta B 

Varianta C 
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Příklady k procvičení: 

1) Vypočtěte primitivní funkci k funkci:  

a) ࢞׬૛ · ሺ૛࢞૜ െ ૝ሻ૞ ૝࢞׬ (b     ࢞ࢊ · √࢞૛ ൅ ૝૝    ࢞ࢊ

 

[a) ଵ
ଷ଺
ሺ2ݔଷ െ 4ሻ଺ ൅ ଼ (b ; ܥ

ହ
ሺݔଶ ൅ 4ሻ · ଶݔ√ ൅ 4ర ൅  [ܥ

 

2) Vypočtěte primitivní funkci k funkci:  

a) ࢞ૢ׬૛ · ሺ࢞૜ െ ૚ሻૡ ૟࢞׬ (b     ࢞ࢊ · √࢞૛ െ ૡ૞    ࢞ࢊ

 

[a) ଵ
ଷ
ሺݔଷ െ 1ሻଽ ൅ b) ହ ; ܥ

ଶ
ሺݔଶ െ 8ሻ · ଶݔ√ െ 8ఱ ൅  [ܥ

 

3) Vypočtěte primitivní funkci k funkci:  

a) ׬ ቀ૚ૡ ࢞ െ ૚૚ቁ
૚૞
׬ (b     ࢞ࢊ ሺ૞࢞ሻܖܑܛ    ࢞ࢊ

 

[a) ଵ
ଶ
ቀଵ
଼
ݔ െ 11ቁ

ଵ଺
൅ b) െଵ ; ܥ

ହ
cosሺ5ݔሻ ൅  [ܥ

 

4) Vypočtěte primitivní funkci k funkci:  

a) ׬ ቀ૚૛ ࢞ െ ૝ቁ
૚૚
׬ (b      ࢞ࢊ ሺ૝࢞ሻܛܗ܋    ࢞ࢊ

 

[a) ଵ
଺
ቀଵ
ଶ
ݔ െ 4ቁ

ଵଶ
൅ b) ଵ ; ܥ

ସ
sinሺ4ݔሻ ൅  [ܥ
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Integrační metody – metoda substituční 

Varianta B 

Vypočtěte primitivní funkci k funkci:  

૛׬ ࢞ܖܑܛ · ૜ܛܗ܋   ࢞ࢊ࢞

 
Řešení: 

Použijeme metodu substituční k výpočtu primitivní funkce: 

න૛࢞ܖܑܛ · ૜ܛܗ܋ ࢞ࢊ࢞ ൌ නെ2 sin ݔ · ଷݐ ·
ݐ݀
sin ݔ ൌ െ2න ଷݐ · ݐ݀ ൌ െ2

ଷାଵݐ

3 ൅ 1 ൅ ܥ ൌ 

ൌ െ2
ସݐ

4 ൅ ܥ ൌ െ
1
2 cos

ସ ݔ ൅  ܥ

 

ݐ ൌ cos  ݔ

ݐ݀ ൌ െ sin ݔ ·  ݔ݀

െ
ݐ݀
sin ݔ ൌ  ݔ݀

 

Kontrolu výsledku můžeme provést následným derivováním: 

൤െ
1
2 cos

ସ ݔ ൅ ൨ܥ
/

ൌ െ
4
2 cos

ଷ ݔ · ሺെ sin ሻݔ ൌ 2cosଷ ݔ · sin  ݔ

 
 

Výsledek řešení: 

න૛࢞ܖܑܛ · ૜ܛܗ܋ ࢞ࢊ࢞ ൌ െ
૚
૛ ܛܗ܋

૝ ࢞ ൅  ࡯

 

 

Příklad: 

Varianta A 

Varianta B 

Varianta C 
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Příklady k procvičení: 

1) Vypočtěte primitivní funkci k funkci:  

a) ׬ ܖܑܛ ࢞ · ׬ (b     ࢞ࢊ࢞ܛܗ܋√ ૟࢞
൫࢞૛ା૛൯

   ࢞ࢊ

 

[a) ଶ
ଷ
cos ݔ · √cos ݔ ൅ b) 3 ; ܥ · lnሺݔଶ ൅ 2ሻ ൅  [ܥ

 

2) Vypočtěte primitivní funkci k funkci:  

a) ׬ ૛ܖܑܛ ࢞ · ܛܗ܋ ׬ (b     ࢞ࢊ࢞ ࢞

൫࢞૛ା૚൯૛
   ࢞ࢊ

 

[a) ଵ
ଷ
sinଷ ݔ ൅ b) െ ; ܥ ଵ

ଶሺ௫మାଵሻ
൅  [ܥ

 

3) Vypočtěte primitivní funkci k funkci:  

a) ׬ ૛ܖܔ ࢞
࢞
׬ (b       ࢞ࢊ ࢞૛

ඥ࢞૜ା૚
   ࢞ࢊ

 

[a) ୪୬
య ௫
ଷ
൅ b) ଶ ; ܥ

ଷ
ଷݔ√ ൅ 1 ൅  [ܥ

 

4) Vypočtěte primitivní funkci k funkci:  

a) ׬૞ܠ૛· ૜࢞ࢋ ׬ (b      ࢞ࢊ ૛

√࢞ି૛૜    ࢞ࢊ

 

[a) ହ
ଷ
݁ଷ௫ ൅ ݔb) 3ඥሺ ; ܥ െ 2ሻଶయ ൅  [ܥ
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Integrační metody – metoda substituční 

Varianta C 

Vypočtěte primitivní funkci k funkci:  

׬ ૛ܖܑܛ ࢞ · ૜ܛܗ܋   ࢞ࢊ࢞

 
Řešení: 

Použijeme metodu substituční k výpočtu primitivní funkce s úpravou goniometrických 

vzorců: 

නܖܑܛ૛ ࢞ · ૜ܛܗ܋ ࢞ࢊ࢞ ൌ නsinଶ ݔ · cosଶ ݔ · cos ݔ ݔ݀ ൌ නsinଶ ݔ · ሺ1 െ sinଶ ·ሻݔ cos ݔ ݔ݀ ൌ 

ൌ නሺsinଶ ݔ · cos ݔ െ sinସ ݔ · cos ሻݔ ݔ݀ ൌ නsinଶ ݔ · cos ݔ ݔ݀ െ නsinସ ݔ · cos ݔ ݔ݀ ൌ 

ൌ නݐଶ ݐ݀ െ නzସ ݖ݀ ൌ
ଷݐ

3 െ
ହݖ

5 ൅ ܥ ൌ
૜࢞ܖܑܛ
૜ െ

૞࢞ܖܑܛ
૞ ൅ ۱ 

 

ݐ ൌ sin ݖ      ݔ ൌ sin        ݔ

ݐ݀ ൌ cos ݔ · ݖ݀    ݔ݀ ൌ cos ݔ ·  ݔ݀
ௗ௧

ୡ୭ୱ௫
ൌ ௗ௭     ݔ݀

ୡ୭ୱ௫
ൌ  ݔ݀

 

 

Kontrolu výsledku můžeme provést následným derivováním: 

ቈ
sinଷݔ
3 െ

sinହݔ
5 ൅ C቉

ᇱ

ൌ
3
3 sin

ଶݔ · cos ݔ െ
5
5 sin

ସݔ · cos ݔ ൌ 

ൌ sinଶݔ · cos ݔ െ sinଶݔ · sinଶݔ · cos ݔ ൌ sinଶݔ · cos ݔ െ sinଶݔ · ሺ1 െ cosଶݔሻ · cos ݔ ൌ 

ൌ sinଶݔ · cos ݔ െ sinଶݔ · cos ݔ ൅ sinଶݔ · cosଶݔ · cos ݔ ൌ sinଶ ݔ · cosଷ  ݔ

 
 

Výsledek řešení: 

නܖܑܛ૛ ࢞ · ૜ܛܗ܋ ࢞ࢊ࢞ ൌ
૜࢞ܖܑܛ
૜ െ

૞࢞ܖܑܛ
૞ ൅ ۱ 
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Příklad: 

Varianta A 

Varianta B 

Varianta C 

 

Příklady k procvičení: 

1) Vypočtěte primitivní funkci k funkci:  

a) ׬ ૜ܖܑܛ ׬ (b      ࢞ࢊ࢞ ૜ܖܑܛ ࢞ · ૜ܛܗ܋    ࢞ࢊ࢞

 

[a) െcos ݔ ൅ ୡ୭ୱయ ௫
ଷ

൅ b) ୱ୧୬ ; ܥ
ర௫
ସ

െ ୱ୧୬ల௫
଺

൅ C] 

 

2) Vypočtěte primitivní funkci k funkci:  

a) ׬ ૞ܛܗ܋ ׬ (b      ࢞ࢊ࢞ ૝ܖܑܛ ࢞ · ૜ܛܗ܋    ࢞ࢊ࢞

 

[a) sin ݔ െ ଶ
ଷ
sinଷ ݔ ൅ ଵ

ହ
sinହ ݔ ൅ܥ ; b) ୱ୧୬

ఱ௫
ହ

െ ୱ୧୬ళ௫
଻

൅ C] 

 

3) Vypočtěte primitivní funkci k funkci:  

a) ׬ ૜ܖܑܛ ࢞
૛ܛܗ܋ ࢞

׬ (b      ࢞ࢊ    ࢞ࢊ૜࢞܏ܜ

 

[a)cos ݔ ൅ ଵ
ୡ୭ୱ௫

൅ b) ln|cos ; ܥ |ݔ ൅ ଵ
ଶୡ୭ୱమ ௫

൅  [ܥ

 

4) Vypočtěte primitivní funkci k funkci:  

a) ׬ ࢞ܛܗ܋
૜ܖܑܛ ࢞

׬ (b      ࢞ࢊ ૜ܖܑܛ ࢞
૚ାܛܗ܋૛ ࢞

   ࢞ࢊ

 

[a) െ ଵ
ଶୱ୧୬మ ௫

൅ b) cos ; ܥ ݔ െ 2arctgሺcos ሻݔ ൅  [ܥ
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Integrační metody – integrace lomené funkce 

Varianta D 

Vypočtěte primitivní funkci k funkci:  

න
૛࢞૛ െ ૜࢞ െ ૚

࢞૜ ൅ ૛࢞૛ െ ࢞ െ ૛࢞ࢊ 

 
Řešení: 

Použijeme metodu integrace lomené funkce: 

න
૛࢞૛ െ ૜࢞ െ ૚

࢞૜ ൅ ૛࢞૛ െ ࢞ െ ૛࢞ࢊ ൌ න
ܣ

ሺݔ ൅ 1ሻ ݔ݀ ൅ න
ܤ

ሺݔ െ 1ሻ ݔ݀ ൅ න
ܥ

ሺݔ ൅ 2ሻ  ݔ݀

 

ଷݔ ൅ ଶݔ2 െ ݔ െ 2 ൌ ሺݔ ൅ 2ሻ · ሺݔ െ 1ሻ · ሺݔ ൅ 1ሻ    

ଶݔ2 െ ݔ3 െ 1 ൌ ܣ · ሺݔ ൅ 2ሻ · ሺݔ െ 1ሻ ൅ ܤ · ሺݔ ൅ 2ሻ · ሺݔ ൅ 1ሻ ൅ ܥ · ሺݔ െ 1ሻ · ሺݔ ൅ 1ሻ 

ଶݔ2 െ ݔ3 െ 1 ൌ ܣ · ሺݔଶ ൅ ݔ െ 2ሻ ൅ ܤ · ሺݔଶ ൅ ݔ3 ൅ 2ሻ ൅ ܥ · ሺݔଶ െ 1ሻ   

૛ݔଶ െ ૜ݔ െ ૚ ൌ ଶݔ࡭ ൅ ݔ࡭ െ ૛࡭ ൅ ଶݔ࡮ ൅ ૜ݔ࡮ ൅ ૛࡮ ൅ ଶݔ࡯ െ    ࡯

 

Z rovnice vybereme a porovnáme koeficienty, které si odpovídají společnými proměnnými. 

2 ൌ ܣ ൅ ܤ ൅  ܥ

െ3 ൌ ܣ ൅  ܤ3

െ1 ൌ െ2ܣ ൅ ܤ2 െ  ܥ

 

Po úpravě těchto rovnic (řešíme jako lineární rovnice) dostáváme hodnoty pro A, B, C: 

ܣ ൌ െ2;ܤ ൌ െ
1
3 ; ܥ ൌ

13
3  

න
ܣ

ሺݔ ൅ 1ሻ ݔ݀ ൅ න
ܤ

ሺݔ െ 1ሻ ݔ݀ ൅ න
ܥ

ሺݔ ൅ 2ሻ ݀ ൌ නെ
2

ሺݔ ൅ 1ሻ ݔ݀ ൅ නെ
1

3ሺݔ െ 1ሻ ݔ݀ ൅ 

൅න
13

3ሺݔ ൅ 2ሻ ݔ݀ ൌ െන
2

ሺݔ ൅ 1ሻ ݔ݀ െ න
1

3ሺݔ െ 1ሻ ݔ݀ ൅ න
13

3ሺݔ ൅ 2ሻ ݔ݀ ൌ 

ൌ െ2 ln|ݔ ൅ 1| െ
1
3 ln

ݔ| െ 1| ൅
13
3 ln|ݔ ൅ 2| ൅ܥ 

Výsledek řešení: 

න
૛࢞૛ െ ૜࢞ െ ૚

࢞૜ ൅ ૛࢞૛ െ ࢞ െ ૛࢞ࢊ ൌ െ૛ ࢞|ܖܔ ൅ ૚| െ
૚
૜ ܖܔ

|࢞ െ ૚| ൅
૚૜
૜ ࢞|ܖܔ ൅ ૛| ൅࡯ 
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Příklad: 

Varianta A 

Varianta B 

Varianta C 

 

Příklady k procvičení: 

1) Vypočtěte primitivní funkci k funkci:  

න
૛࢞ ൅ ૠ

࢞૛ ൅ ࢞ െ ૛࢞ࢊ 

[3 ln|ݔ െ 1| െ ln|ݔ ൅ 2| ൅  [ܥ

 

2) Vypočtěte primitivní funkci k funkci:  

න
࢞ െ ૚

૛࢞૛ ൅ ૜࢞ ൅ ૚࢞ࢊ 

       [െ3 ln|2ݔ ൅ 1| ൅ 2 ln|ݔ ൅ 1| ൅  [ܥ

 

3) Vypočtěte primitivní funkci k funkci:  

න
૛࢞ െ ૚

࢞૛ · ሺ૛ ൅ ૜࢞ሻ࢞ࢊ 

[ଵ
௫
െ ଶଵ

ସ
ln|2 ൅ |ݔ3 ൅ ଶ଻

ସ
ln|ݔ| ൅  [ܥ

 

4) Vypočtěte primitivní funkci k funkci:  

න
࢞૜ ൅ ૟࢞૛ ൅ ૢ࢞ ൅ ૠ
ሺ࢞ െ ૛ሻ૜ · ሺ࢞ െ ૞ሻ  ࢞ࢊ

[െଵ଴଴
ଽ
ln|ݔ െ 2| ൅ ଵ଴଴

ଽ
ln|ݔ െ 5| ൅ ଺ସ

ଷሺ௫ିଶሻ
൅ ଵଽ

ଶሺ௫ିଶሻమ
] 

  



Integrální počet   29 

 
Integrální počet 

Určitý integrál 

Základní úloha integrálního počtu je nalezení primitivní funkce k dané funkci v daném 

intervalu. Tato primitivní funkce souvisí s řadou konkrétních úloh pro výpočet obsahu 

rovinných útvarů a objemu rotačních těles. 

Pojem určitý integrál se definuje na uzavřeném intervalu ܽۃ,  .pomocí primitivní funkce ۄܾ

 

Mějme dány funkce F, f definované na uzavřeném intervalu ܽۃ,  Jestliže pro každé .ۄܾ

࢞ א ,ܽۃ ሻݔሺ´ܨ platí ۄܾ ൌ ݂ሺݔሻ, přičemž derivací funkce ܨ v bodě ܽ rozumíme derivaci v bodě 

ܽ zprava, derivací funkce ܨ v bodě ܾ derivaci v bodě ܾ zleva, říkáme, že funkce ܨ je 

primitivní funkcí k funkci ݂ na uzavřeném intervalu ܽۃ,  .ۄܾ

 

 

 

Graf funkce ݕ ൌ ݂ሺݔሻ; ݔ א ,ܽۃ  funkce je v tomto ,ۄܾ

intervalu spojitá a nezáporná. Tento graf funkce, 

přímky ݔ ൌ ܽ; ݔ ൌ ܾ a přímka ݕ ൌ 0 omezují jistý 

rovinný útvar o jistém obsahu. Naším úkolem je 

určit obsah tohoto útvaru. 

 

 

Provádíme hrubý odhad velikosti obsahu útvaru pomocí největší a nejmenší funkční hodnoty 

funkce na intervalu ܽۃ,  .ۄܾ

 

Nechť F je primitivní funkce k funkci f v intervalu ܽۃ, ሺܾሻܨ Rozdíl .ۄܾ െ  ሺܽሻ funkčníchܨ

hodnot funkce F v libovolných bodech ܽ, ܾ tohoto intervalu se nazývá určitý integrál funkce 

f v mezích od a do b a značí se ׬ ݂ሺݔሻ௕
௔  .ݔ݀

න݂ሺݔሻ
௕

௔

ݔ݀ ൌ ሺܾሻܨ െ  ሺܽሻܨ

y 

xa b 0 
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න݂ሺݔሻ
௕

௔

ݔ݀ ൌ ሾܨሺݔሻሿ௔௕  

න݂ሺݔሻ
௕

௔

ݔ݀ ൌ ሾܨሺݔሻሿ௔௕ ൌ ሺܾሻܨ െ  ሺܽሻܨ

Newtonův určitý integrál, kde a – je dolní mez integrálu, b – je horní mez integrálu. 

 

Daných primitivních funkcí je nekonečně mnoho, jsou vzájemně posunuty o konstantu C. 

Hodnota rozdílu funkčních hodnot funkce F nezávisí na tom, kterou z primitivních funkcí k 

 funkci f zvolíme. 

ሻݔሺܩ ൌ ሻݔሺܨ ൅  ܥ

ሺܾሻܩ െ ሺܽሻܩ ൌ ሺܾሻܨ ൅ ܥ െ ሾܨሺܽሻ ൅ ሿܥ ൌ ሺܾሻܨ െ  ሺܽሻܨ

 

Určitý integrál je reálné číslo, jednoznačně určené funkcí f a mezemi ܽ, ܾ. Za těchto 

podmínek udává určitý integrál obsah útvaru, ohraničeného grafem funkce f, osou x, a 

přímkami ݔ ൌ ܽ; ݔ ൌ ܾ. 

 

Věty: 

නሾࢉ૚ · ૚ሺ࢞ሻࢌ ൅ ૛ࢉ · ૛ሺ࢞ሻሿࢌ
࢈

ࢇ

࢞ࢊ ൌ ૚ࢉ නࢌ૚ሺ࢞ሻ࢞ࢊ ൅ ૛ࢉ නࢌ૛ሺ࢞ሻ
࢈

ࢇ

࢈

ࢇ

 ࢞ࢊ

නሾࢌሺ࢞ሻ ൅ ሺ࢞ሻሿࢍ
࢈

ࢇ

࢞ࢊ ൌ නࢌሺ࢞ሻ࢞ࢊ ൅ නࢍሺ࢞ሻ
࢈

ࢇ

࢈

ࢇ

 ࢞ࢊ

නࢉ · ሺ࢞ሻࢌ
࢈

ࢇ

࢞ࢊ ൌ ࢞ࢊሺ࢞ሻࢌනࢉ
࢈

ࢇ

 

 

Při výpočtu určitého integrálu nemáme možnost kontrolovat správnost výpočtu jako při 

výpočtu primitivní funkce, kde se vždy dodatečně derivováním výsledku můžeme přesvědčit 

o jeho správnosti. 
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Je-li f spojitá a nezáporná funkce v intervalu ܽۃ,  pak ,ۄܾ

නࢌሺ࢞ሻ࢞ࢊ
࢈

ࢇ

൒ ૙ 

Jsou-li f, g funkce spojité v intervalu ܽۃ, ሻݔa je-li ݂ሺ ۄܾ ൒ ݃ሺݔሻ  pak 

නࢌሺ࢞ሻ࢞ࢊ
࢈

ࢇ

൒ නࢍሺ࢞ሻ࢞ࢊ
࢈

ࢇ

 

Při záměně mezí určitého integrálu se mění znaménko 

නࢌሺ࢞ሻ࢞ࢊ
࢈

ࢇ

ൌ െනࢌሺ࢞ሻ࢞ࢊ
ࢇ

࢈

 

 

නࢌሺ࢞ሻ࢞ࢊ
࢈

ࢇ

ൌ ሻ࢈ሺࡲ െ ሻࢇሺࡲ ൌ െሾࡲሺࢇሻ െ ሻሿ࢈ሺࡲ ൌ െනࢌሺ࢞ሻ࢞ࢊ
ࢇ

࢈

 

 

Věta o aditivnosti určitého integrálu.  

Je-li funkce f spojitá v intervalu, který obsahuje libovolně položené body a, b, c, pak platí: 

නࢌሺ࢞ሻ࢞ࢊ
࢈

ࢇ

ൌ නࢌሺ࢞ሻ࢞ࢊ
ࢉ

ࢇ

൅ නࢌሺ࢞ሻ࢞ࢊ
࢈

ࢉ
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Určitý integrál 

Varianta A 

Vypočtěte určitý integrál:  

නሺ૝࢞૜ ൅ ૚ሻ
૜

ି૛

 ࢞ࢊ

 
Řešení: 

Použijeme základní vzorce pro výpočet a pravidla pro integrování součtu funkcí.  

නሺ૝࢞૜ ൅ ૚ሻ
૜

ି૛

࢞ࢊ ൌ න4ݔଷ
ଷ

ିଶ

ݔ݀ ൌ න1
ଷ

ିଶ

ݔ݀ ൌ ቈ
ଷାଵݔ4

3 ൅ 1቉ିଶ

ଷ

൅ ሾݔሿିଶଷ ൌ ሾݔସሿିଶଷ ൅ ሾݔሿିଶଷ ൌ 

ሾ3ସ െ ሺെ2ሻସሿ ൅ ሾ3 െ ሺെ2ሻሿ ൌ ሺ81 െ 16ሻ ൅ ሺ5ሻ ൌ 70 

 

 

 

Výsledek řešení: 

නሺ૝࢞૜ ൅ ૚ሻ
૜

ି૛

࢞ࢊ ൌ ૠ૙ 

 

 

 

Příklad: 

Varianta A 

Varianta B 

Varianta C 
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Příklady k procvičení: 

1) Vypočtěte určitý integrál:  

a) ׬ ሺ૝࢞૜ሻଶ
଴ ׬ (b     ࢞ࢊ ቀ࢞

૛

૛
ቁ૙

ି૛    ࢞ࢊ

[a) 16 ; b) ଼
଺
] 

2) Vypočtěte určitý integrál:  

a) ׬ ሺ૛࢞૜ െ ૝ሻଶ
ିଵ ׬ (b     ࢞ࢊ ቀ࢞૞ ൅ ૚

૛
࢞ቁଵ

ିଵ    ࢞ࢊ

[a) െ4,5 ; b) 0] 

 

3) Vypočtěte určitý integrál:  

׬  ૝࣊࢞ܖܑܛ
૙  [8]         ࢞ࢊ

 

4) Vypočtěte určitý integrál:  

׬ ૛࢞ܛܗ܋
࣊
૟
૙  [1]         ࢞ࢊ
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Určitý integrál 

Varianta B 

Vypočtěte určitý integrál:  

න૜ඥ࢞૛૜
૚

ି૛

 ࢞ࢊ

 
 
Řešení: 

׬ ૞√࢞૛૜૚
ି૛ ࢞ࢊ ൌ ׬ ݔ5

మ
య

ଵ
ିଶ ൌ ቈହ௫

మ
యశభ

మ
యାଵ

቉
ି૛

૚

ൌ ቈହ௫
ఱ
య

ఱ
య
቉
ି૛

૚

ൌ ቂ3ݔ
ఱ
యቃ
ି૛

૚
ൌ ݔ3ൣ · ଶయݔ√ ൧ି૛

૚
ൌ    

ൌ 3 ቂቀ1 · ඥሺ1ሻଶయ ቁ െ ቀെ2 · ඥሺെ2ሻଶయ ቁቃ ൌ 3൫1 ൅ 2√4య ൯ ൌ 3 ൅ 6√4య  

 
 

Výsledek řešení: 

න૞ඥ࢞૛૜
૚

ି૛

࢞ࢊ ൌ ૜ ൅ ૟√૝૜  

 

 

 

Příklad: 

Varianta A 

Varianta B 

Varianta C 
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Příklady k procvičení: 

1) Vypočtěte určitý integrál:  

a) ׬ ૝√࢞૜ૡ
૙ ׬ (b       ࢞ࢊ √࢞૞૝૚૟

૚    ࢞ࢊ

[a) 48; b) 511 ] 

2) Vypočtěte určitý integrál:  

a) ׬ ቀ ૛

√࢞૜ ൅ ૚ቁ૙
ିૢ ׬ (b     ࢞ࢊ ቀ ૚

√࢞
െ ࢞ቁ૝

૚    ࢞ࢊ

[a) 0; b) െ5,5] 

3) Vypočtěte určitý integrál:  

׬ ૛
࢞

ࢋ
૚  [2]         ࢞ࢊ

 

4) Vypočtěte určitý integrál:  

׬ ૛࢞૛
૙ ]         ࢞ࢊ ଷ

୪୬ଶ
] 
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Určitý integrál 

Varianta C 

Vypočtěte určitý integrál: 

නቆ
࢞૛ െ ૚
࢞ െ ૚ ቇ

૟

ି૛

 ࢞ࢊ

 
Řešení: 

නቆ
࢞૛ െ ૚
࢞ െ ૚ ቇ

૟

ି૛

࢞ࢊ ൌ නሺݔ ൅ 1ሻ
଺

ିଶ

ݔ݀ ൌ ቈ
ଶݔ

2 ൅ ቉ݔ
ିଶ

଺

ൌ ቈ
6ଶ

2 ൅ 6 െ ቆ
ሺെ2ሻଶ

2 െ 2ቇ቉ ൌ 24 

 
 

Výsledek řešení: 

නቆ
࢞૛ െ ૚
࢞ െ ૚ ቇ

૟

ି૛

࢞ࢊ ൌ ૛૝ 

 

 

Příklad: 

Varianta A 

Varianta B 

Varianta C 

 

1) Vypočtěte určitý integrál: 

a) ׬ ሺ࢞ െ ૚ሻ · ሺ࢞ െ ૛ሻ૜
ି૚ ׬ (b     ࢞ࢊ ሺ૛࢞ െ ૚ሻ · ሺ࢞ ൅ ૛ሻ૛

૚   ࢞ࢊ

[a) ଵ଺
ଷ

; b)  ଷ଻
଺

] 

 

2) Vypočtěte primitivní funkci k funkci: 

a) ׬ ቀെ ૝
࢞
ቁࢋ૛

ࢋ ׬ (b     ࢞ࢊ ૛࢞ࢋ
૙    ࢞ࢊ

[a) െ7; b) ݁ଶ െ 1] 
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3) Vypočtěte určitý integrál: 

නሺܖܑܛ ࢞ െ ࢞ሻ

࣊
૜

૙

 ࢞ࢊ

[ଵ
ଶ
െ గమ

ଵ଼
] 

 

4) Vypočtěte určitý integrál: 

නሺ૚ ൅ ܛܗ܋ ࢞ሻ

࣊
૛

૙

 ࢞ࢊ

          [గ
ଶ
൅ ଵ

ଶ
] 
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Integrální počet 

Metody výpočtu určitého integrálu   

metoda substituce 

Slouží k výpočtu určitého integrálu ze složené funkce, kde nahradíme elementární funkci 

novou proměnnou a zjednodušíme tak složenou funkci. V případě zavedení nové proměnné se 

podle zvolené substituce změní také meze určitého integrálu. 

 

Jsou-li funkce ݐ ൌ ݃ሺݔሻ a její derivace ݃´ሺݔሻ spojité v uzavřeném intervalu ܽۃ,  a je-li ۄܾ

zároveň spojitá i funkce ݂ሺݐሻ pro všechna ݐ ൌ ݃ሺݔሻ, kde ݔ א ,ܽۃ  pak platí ,ۄܾ

නࢌሾࢍሺ࢞ሻሿ · ࢞ࢊሺ࢞ሻ´ࢍ
࢈

ࢇ

ൌ න ࢚ࢊሺ࢚ሻࢌ

ሻ࢈ሺࢍ

ሻࢇሺࢍ

 

 

Nové meze v substituci ݐ ൌ ݃ሺݔሻ určíme jako funkční hodnoty ݃ሺܽሻ, ݃ሺܾሻ. 

 

metoda per partes 

Jsou-li ݑ ൌ ,ሻݔሺݑ ݒ ൌ ,ܽۃ ሻ  funkce mající v intervaluݔሺݒ  spojité derivace, pak platí ۄܾ

න࢛ · ࢜´
࢈

ࢇ

· ࢞ࢊ ൌ ሾ࢛ · ࢜ሿ࢈ࢇ െ න࢛´ · ࢜ · ࢞ࢊ
࢈

ࢇ

 

Hodnoty horní a dolní meze se v metodě per partes nemění oproti původním hodnotám mezí.  
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Metody výpočtu určitého integrálu 

Varianta A – metoda per partes 

Vypočti určitý integrál metodou per partes: 

නሺ࢞ ൅ ૚ሻ · ܖܑܛ ࢞
࣊

૙

 ࢞ࢊ

 
Řešení: 

Použijeme pro výpočet metodu per partes. 

  

නሺ࢞ ൅ ૚ሻ · ܖܑܛ ࢞
࣊

૙

࢞ࢊ ൌ ሾെሺݔ ൅ 1ሻ · cos ሿ଴గݔ െ නെcos ݔ
గ

଴

ݔ݀ ൌ 

ൌ െሾሺݔ ൅ 1ሻ · cos ሿ଴గݔ ൅ න cos ݔ
గ

଴

ݔ݀ ൌ െሾሺݔ ൅ 1ሻ · cos ሿ଴గݔ ൅ ሾsin ሿ଴గݔ ൌ 

ൌ െሾሺߨ ൅ 1ሻ · cos ߨ െ ሺ0 ൅ 1ሻ · cos 0ሿ ൅ sin ߨ െ sin 0 ൌ െሾെߨ െ 1 െ 1ሿ ൅ 0 ൌ 2 ൅  ߨ

 

 

ݑ ൌ ݔ ൅ ´ݒ               1 ൌ sin  ݔ

´ݑ ൌ ݒ                      1 ൌ െ cos  ݔ

 

 

Výsledek řešení: 

නሺ࢞ ൅ ૚ሻ · ܖܑܛ ࢞
࣊

૙

࢞ࢊ ൌ ૛ ൅ ࣊ 

 

Příklad: 

Varianta A 

Varianta B 

Varianta C 
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Příklady k procvičení: 

1) Vypočtěte určitý integrál: 

නሺ࢞૛ െ ૛࢞ ൅ ૚ሻ · ࢞ࢋ
૚

૙

 ࢞ࢊ

[2݁ െ 5] 

 

2) Vypočtěte určitý integrál:  

නሺ࢞ ൅ ૚ሻ · ࢞ࢋ
૜

૙

 ࢞ࢊ

[3݁ସ] 

 

3) Vypočtěte určitý integrál: 

න࢞૛ · ܖܔ ࢞
ࢋ

૚

 ࢞ࢊ

[૚
ଽ
ሺ2݁ଷ െ 1ሻ]  

 

4) Vypočtěte určitý integrál:  

න࢞ · ܖܔ ࢞
ࢋ

૚

 ࢞ࢊ

[૚
ସ
ሺ݁ଶ െ 1ሻ]  
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Metody výpočtu určitého integrálu 

Varianta B – metoda substituce 

Vypočti určitý integrál metodou substituce: 

න૛࢞ · ሺ࢞૛ሻܖܑܛ
࣊

૙

 ࢞ࢊ

Řešení: 

න૛࢞ · ሺ࢞૛ሻܖܑܛ
࣊

૙

࢞ࢊ ൌ න ૛࢞ · ሺ࢚ሻܖܑܛ
࣊૛

૙

ݐ݀
ݔ2 ൌ න ሺ࢚ሻܖܑܛ

࣊૛

૙

ݐ݀ ൌ ሾെ cos ሿ଴࣊ݐ
૛ ൌ െሾcos࣊૛ െ cos 0ሿ 

ൌ െሺെ1 െ 1ሻ ൌ 2 

 

 

ݐ ൌ ሺ0ሻݐ                         ଶݔ ൌ 0ଶ ൌ 0    

ݐ݀ ൌ ݔ2 · ሻߨሺݐ              ݔ݀ ൌ    ଶߨ

ݐ݀
ݔ2 ൌ  ݔ݀

 

Výsledek řešení: 

න૛࢞ · ሺ࢞૛ሻܖܑܛ
࣊

૙

࢞ࢊ ൌ ૛ 

 

 

 

Příklad: 

Varianta A 

Varianta B 

Varianta C 
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Příklady k procvičení: 

1) Vypočtěte primitivní funkci k funkci:  

න࢞ · ૛ܠ૚ା܍
૛

ି૚

 ࢞ࢊ

[ଵ
ଶ
ሺ݁ହ െ ݁ଶሻ] 

2) Vypočtěte primitivní funkci k funkci:  

න
࢞ܛܗ܋
૜ܖܑܛ ࢞

࣊
૛

ି࣊૟

 ࢞ࢊ

[ଷ
ଶ
]  

3) Vypočtěte primitivní funkci k funkci:  

න
ା૚࢞√ࢋ

√࢞ ൅ ૚

૜

ି૚

 ࢞ࢊ

[3] 

 

4) Vypočtěte primitivní funkci k funkci:  

න
࢞√૛ࢋ

√࢞

૜

ି૚

 ࢞ࢊ

[݁ଶ െ 1] 
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Metody výpočtu určitého integrálu 

Varianta C 

Vypočtěte určitý integrál:  

න
√࢞ ൅ ૚ ൅ ૚
√࢞ ൅ ૚ െ ૚

ૡ

૜

 ࢞ࢊ

 
Řešení: 

න
√࢞ ൅ ૚ ൅ ૚
√࢞ ൅ ૚ െ ૚

ૡ

૜

࢞ࢊ ൌ න
ݐ ൅ 1
ݐ െ 1

ଷ

ଶ

ݐ2 · ݐ݀ ൌ 2න
ଶݐ ൅ ݐ
ݐ െ 1

ଷ

ଶ

ݐ݀ ൌ 2න൬ݐ ൅ 2 ൅
2

ݐ െ 1൰
ଷ

ଶ

ݐ݀ ൌ 

ൌ 2 ቈ
ଶݐ

2 ൅ ݐ2 ൅ 2 ln|ݐ െ 1|቉
ଶ

ଷ

ൌ 2 ቈቆ
3ଶ

2 ൅ 2 · 3 ൅ 2 ln|3 െ 1|ቇ െ ቆ
2ଶ

2 ൅ 2 · 2 ൅ 2 ln|2 െ 1|ቇ቉ 

ൌ 2ሾሺ10,5 ൅ 2 ln 2ሻ െ ሺ6ሻሿ ൌ 9 ൅ 4 ln 2 

 

 

ݐ ൌ ݔ√ ൅ ሺ3ሻݐ                1 ൌ √3 ൅ 1 ൌ 2    ሺݐଶ ൅ ሻݐ ൊ ሺݐ െ 1ሻ ൌ ݐ ൅ 2 ൅ ଶ
௧ିଵ

 

ଶݐ ൌ ݔ  ൅ ሺ8ሻݐ                1 ൌ √8 ൅ 1 ൌ 3   

ݐ2 · ݐ݀ ൌ    ݔ݀

 
 

Výsledek řešení:  

න
√࢞ ൅ ૚ ൅ ૚
√࢞ ൅ ૚ െ ૚

ૡ

૜

࢞ࢊ ൌ 9 ൅ 4 ln 2 

 

 

 

Příklad: 

Varianta A 

Varianta B 

Varianta C 
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Příklady k procvičení: 

1) Vypočtěte primitivní funkci k funkci:  

න
√࢞૜ ൅ ૚
√࢞

૛

૚

 ࢞ࢊ

[ଵଶ଼
ଵହ

] 

2) Vypočtěte primitivní funkci k funkci:  

න
࢞ ൅ ૚
√࢞ െ ૚૜

૚

ି૚

 ࢞ࢊ

[଺
ହ
] 

3) Vypočtěte primitivní funkci k funkci:  

නሺ૜࢞ ൅ ૛ሻ · ܖܔ ࢞
૛

૚

 ࢞ࢊ

[10 ln 2 െ ଵ଻
ସ

] 

4) Vypočtěte primitivní funkci k funkci:  

a) ׬ ௘࢞ܖܔ
ଵ      ࢞ࢊ

[1] 
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Integrální počet 

Užití určitého integrálu  

Pomocí určitého integrálu je možné vypočítat obsahy rovinných útvarů, objemy a povrchy 

rotačních těles a délky rovinných křivek. 

 

Výpočet obsahu rovinného útvaru 

Při výpočtu obsahu musí být daný útvar vymezen po svém obvodu. Nejčastěji je omezen osou 

x (přímka o rovnici ݕ ൌ 0), dolní a horní hranicí, což jsou přímky (ݔ ൌ ܽ; ݔ ൌ ܾ), dále grafem 

spojité nezáporné funkce v uzavřeném intervalu ܽۃ,  .ۄܾ

Pro obsah takového útvaru platí: 

 

 

 

ࡿ ൌ නࢌሺ࢞ሻ
࢈

ࢇ

 ࢞ࢊ

 

 

 

 

Při řešení některých úloh může nastat situace, kdy integrovaná funkce nabývá v uzavřeném 

intervalu ܽۃ, ׬ nekladných hodnot, tzn., že integrál ۄܾ ݂ሺݔሻ௕
௔ ݔ݀ ൑ 0. 

Potom obsah útvaru omezeného takovouto funkcí musíme určit jako absolutní hodnotu 

příslušného určitého integrálu: 

 

 

 

ࡿ ൌ ቮනࢌሺ࢞ሻ
࢈

ࢇ

ቮ࢞ࢊ ൌ െනࢌሺ࢞ሻ
࢈

ࢇ

 ࢞ࢊ

  

0 a b 

݂ሺݔሻ 

ݕ ൌ 0

0 a b 

݂ሺݔሻ 

ݕ ൌ 0 



46 Integrální počet  

 
Posledním případem pro umístění útvaru a jeho výpočtu obsahu je možnost, že funkce 

omezující tento útvar může nabývat jak kladných, tak záporných hodnot v uzavřeném 

intervalu ܽۃ,  .ۄܾ

V tomto případě rozdělíme interval na části, ve kterých nabývá funkce kladných hodnot a 

části, ve kterých nabývá záporných hodnot. Výpočet pak provedeme: 

ࡿ ൌ නࢌሺ࢞ሻ
ࢉ

ࢇ

࢞ࢊ െ නࢌሺ࢞ሻ
ࢊ

ࢉ

࢞ࢊ ൅ නࢌሺ࢞ሻ
࢈

ࢊ

 ࢞ࢊ

 
 

Výpočet obsahu útvaru omezeného dvěma funkcemi 

Útvar je ohraničen dvěma křivkami ݕ ൌ ݂ሺݔሻ; ݕ ൌ ݃ሺݔሻ; ݔ ൌ ܽ; ݔ ൌ ܾ 

Obě funkce jsou nezáporné na intervalu ܽۃ, ሻݔspojité a ݂ሺ ,ۄܾ ൒ ݃ሺݔሻ, pro ݔ א ,ܽۃ  .ۄܾ

Pro obsah takovéhoto útvaru dostáváme: 

ࡿ ൌ නሾࢌሺ࢞ሻ െ ሺ࢞ሻሿࢍ
࢈

ࢇ

 ࢞ࢊ

Tento vzorec platí i pro funkce, které jsou záporné, jelikož velikost obsahu mezi těmito 

funkcemi je nezávislý na společném posunutí těchto funkcí. 

 
 

0 a b 

݂ሺݔሻ 

ݕ ൌ 0
݃ሺݔሻ 

0 a b 

݂ሺݔሻ 

ݕ ൌ 0c d 
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Výpočet objemu rotačních těles 

 

Jde o výpočet objemu rotačního tělesa, které vznikne rotací útvaru omezeného funkcí ݂ሺݔሻ a 

přímkami ݔ ൌ ܽ; ݔ ൌ ܾ kolem osy x. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Pro objem rotačního tělesa platí:  

ࢂ ൌ ሻ࢈ሺࢂ െ ሻࢇሺࢂ ൌ න࣊ · ૛ሺ࢞ሻࢌ
࢈

ࢇ

࢞ࢊ ൌ ሾࡲሺ࢞ሻሿ࢈ࢇ ൌ ሻ࢈ሺࡲ െ  ሻࢇሺࡲ

(Objem válce rotačnímu tělesu vepsanému a objem válce rotačnímu tělesu opsanému) 

ࢂ ൌ ࣊නࢌ૛ሺ࢞ሻ
࢈

ࢇ

 ࢞ࢊ

  

y 

xa b 0 

݂ሺݔሻ 
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Užití integrálního počtu 

Varianta A – obsah rovinného útvaru 

Vypočtěte obsah útvaru, který je ohraničen křivkami: 

݂: ݕ ൌ ଶݔ െ 1; ݕ ൌ 0; ݔ ൌ െ1; ݔ ൌ 2 

Řešení: 

 
Grafem funkce je parabola, která je posunuta po ose y. Společně s dalšími podmínkami nám 

ohraničuje útvar, jehož obsah máme určit. Daný útvar rozdělíme na dvě části, pod osou x 

(oranžový), nad osou x (červený). Pro obsah daného útvaru platí: 

ܵ ൌ ଵܵ ൅ ܵଶ ൌ ቮ නሺݔଶ െ 1ሻ
ଵ

ିଵ

ቮݔ݀ ൅ නሺݔଶ െ 1ሻ
ଶ

ଵ

ݔ݀ ൌ อቈ
ଷݔ

3 െ ቉ݔ
ିଵ

ଵ

อ ൅ ቈ
ଷݔ

3 െ ቉ݔ
ଵ

ଶ

ൌ 

ൌ อ൥
1ଷ

3 െ 1 െ ൭
ሺെ1ሻଷ

3 െ ሺെ1ሻ൱൩อ ൅ ቈ
2ଷ

3 െ 2 െ ቆ
ሺ1ሻଷ

3 െ 1ቇ቉ ൌ ฬെ
4
3ฬ ൅

4
3 ൌ

8
3 

Výsledek řešení:  

Obsah daného útvaru omezeného křivkami ݂: ݕ ൌ ଶݔ െ 1; ݕ ൌ 0; ݔ ൌ െ1; ݔ ൌ 2, je ૡ
૜
. 

  

ܵଶ 

ଵܵ 
x

݂: ଶݔ െ 1 

y 

-1 
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Příklad: 

Varianta A 

Varianta B 

Varianta C 

 

 

 

Příklady k procvičení: 

1) Určete obsah útvaru vymezeného křivkou o funkci: ݕ ൌ ଵ
ଷ
;െ2ۃ ;ଶݔ  .ۄ2

[1,8] 

2) Určete obsah útvaru vymezeného křivkou o funkci: ݕ ൌ ;0ۃ ;ݔ√  .ۄ16

[85,3] 

3) Určete obsah útvaru vymezeného křivkami: ݕ ൌ ݕ ;ݔ ൌ ݔ ൅ sinଶ ݔ  ;ݔ ൌ ݔ ;0 ൌ  .ߨ

[గ
ଶ
] 

4) Určete obsah útvaru vymezeného křivkami: ݕ ൌ ݁ି௫ · sin ݕ  ;ݔ ൌ ݔ ;0 א ,0ۃ  .ۄߨ

[ଵା௘
ഏ

ଶ௘ഏ
] 
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Užití integrálního počtu 

Varianta B – obsah rovinného útvaru 

Vypočtěte obsah útvaru, který je ohraničen křivkami: 

݂: ݕ ൌ 2 െ ;ଶݔ ݃: ݕ ൌ ݔ െ 4 

 

Řešení: 

 
Grafy funkcí f, g vymezují obsah, jehož velikost máme určit. Nejprve potřebujeme určit 

průsečíky obou grafů funkcí, abychom našli dolní a horní mez, pro výpočet obsahu.  

݂: ݕ ൌ 2 െ ;ଶݔ ݃: ݕ ൌ ݔ െ 4 

2 െ ଶݔ ൌ ݔ െ 4 ֜ ଶݔ ൅ ݔ െ 6 ൌ 0 

ଵݔ ൌ െ3; ݔଶ ൌ 2 

Průsečíky funkcí jsou body െ3; 2. 

2 

S ݃: ݔ െ 4 

݂: 2 െ  ;ଶݔ
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ܵ ൌ නሾ݂ሺݔሻ െ ݃ሺݔሻሿ݀ݔ
ଶ

ିଷ

ൌ නሾ2 െ ଶݔ െ ሺݔ െ 4ሻሿ݀ݔ
ଶ

ିଷ

ൌ නሺെݔଶ െ ݔ ൅ 6ሻ݀ݔ ൌ
ଶ

ିଷ

 

ൌ ቈെ
ଷݔ

3 െ
ଶݔ

2 ൅ ቉ݔ6
ିଷ

ଶ

ൌ 

ൌ ቈെ
2ଷ

3 െ
2ଶ

2 ൅ 6 · 2቉ െ ቈെ
ሺെ3ሻଷ

3 െ
ሺെ3ሻଶ

2 ൅ 6 · ሺെ3ሻ቉ ൌ ൬
22
3 ൰ െ ൬െ

27
2 ൰ ൌ

125
6  

 

 

Výsledek řešení:  

Obsah daného útvaru omezeného křivkami ݂: ݕ ൌ 2 െ ;ଶݔ ݃: ݕ ൌ ݔ െ 4, je ૚૛૞
૟

. 

 

 

 

 

Příklad: 

Varianta A 

Varianta B 

Varianta C 

 

 

Příklady k procvičení: 

1) Určete obsah útvaru ohraničeného křivkou ݕ ൌ ݕ ଶ a přímkouݔ0,5 ൌ ݔ ൅ 4 

[18] 

2) Určete obsah útvaru ohraničeného křivkou √ݔ ൅ ඥݕ ൌ 3 a osami souřadnic. 

[13,5] 
3) Určete obsah útvaru ohraničeného oblouky dvou protínajících se parabol  

ݕ ൌ ଶݔ2 െ ݔ8 ൅ ݕ ,3 ൌ ଶݔ െ ݔ4 ൅ 6      [4] 

 

4) Určete obsah útvaru ohraničeného oblouky kubickou funkcí ݕ ൌ ݕ ଷ a přímkouݔ ൌ  .ݔ

[0,5] 
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Užití integrálního počtu 

Varianta C – objem rotačního tělesa 

Vypočtěte objem kulové úseče, která je částí koule o poloměru 5ܿ݉ a jejíž výška je 3ܿ݉. 

Řešení: 

Nejprve potřebujeme získat předpisy funkce křivky, jejíž rotací vznikne objem kulové výseče. 

Dále potřebujeme získat horní a dolní mez pro výpočet objemu. 

 
Kružnice má analytické vyjádření: ݔଶ ൅ ଶݕ ൌ  ଶ, tzn., že funkce se udávající předpis křivkyݎ

je:݂: ݕ ൌ ଶݎ√ െ   .ଶݔ

Další křivky určující výšku kulové úseče jsou: ݃: ݔ ൌ ݎ െ :݄ ,ݒ ݔ ൌ :݅ ,ݎ ݕ ൌ 0. 

Dolní mez je určena: ݃: ݔ ൌ ݎ െ ݒ ൌ 5 െ 3 ൌ 2 

Horní mez je určena: ݄: ݔ ൌ ݎ ൌ 5 

ܸ ൌ ߨ න ݂ଶሺݔሻ݀ݔ
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3 ቉௥ି௩

௥

ൌ 

ൌ ߨ ቈݎ · ଶݎ െ
ଷݎ

3 െ ቆሺݎ െ ሻݒ · ଶݎ െ
ሺݎ െ ሻଷݒ

3 ቇ቉ ൌ 

ൌ ߨ ቈ
ଷݎ2

3 െ ଷݎ ൅ ଶݎݒ ൅
1
3
ሺݎଷ െ ݒଶݎ3 ൅ ଶݒݎ3 െ ଷሻ቉ݒ ൌ ߨ ൬ݒݎଶ െ

1
3 ݒ

ଷ൰ ൌ
1
ݒߨ3

ଶሺ3ݎ െ  ሻݒ

 

-r r x 

y 

0

ݔ ൌ ݎ െ  ݒ

ݕ ൌ ඥݎଶ െ  ଶݔ

v 



Integrální počet   53 

 

ܸ ൌ
1
ݒߨ3

ଶሺ3ݎ െ ሻݒ ൌ
1
ߨ3 · 3

ଶ · ሺ3 · 5 െ 3ሻ ൌ  ߨ36

 

Výsledek řešení:  

Objem kulové úseče je 36݉ܿߨଷ . 

 

 

 

Příklad: 

Varianta A 

Varianta B 

Varianta C 

 

Příklady k procvičení: 

1) Vypočtěte objem rotačního tělesa, které vznikne rotací útvaru ohraničeného křivkami 

ݕ ൌ ݕ ,ݔ ൌ ଵ
௫
ݕ , ൌ ݔ ,0 ൌ 2 kolem osy x. 

[ହ
଺
 [ߨ

2) Vypočtěte objem rotačního tělesa, které vznikne rotací útvaru ohraničeného křivkami 

ݕ ൌ ݕ ,ଶݔ ൌ  .kolem osy x ,ݔ

[ ଶ
ଵହ
 [ߨ

3) Vypočtěte objem rotačního tělesa, které vznikne rotací útvaru ohraničeného křivkami 

ݕ ൌ ଶݔ ൅ ݔ  ,3 ൌ െ1, ݔ ൌ ݕ ,1 ൌ 0 kolem osy x. 

[ଵଵଶ
ହ
 [ߨ

4) Vypočtěte objem rotačního tělesa, které vznikne rotací útvaru ohraničeného křivkami 

ଶݕ ൅ ݔ െ 4 ൌ ݔ  ,0 ൌ 0 kolem osy y. 

[ହଵଶ
ଵହ
 [ߨ

 

 

 


