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2 Goniometrie - Funkce

Uvod

Vytvoreny vyukovy materidl pokryvd predmét matematika, ktera je wvyulovdna v osnovach
a tematickych planech na gymnaziich nizSiho a vys$$iho stupné. Mohou ho vSak vyuzit vSechny
stfedni a zakladni Skoly, kde je vyu€ovan pfedmét matematika, a které maji dostateéné technické
vybaveni a zazemi.

Cilova skupina:

Podle chapani a schopnosti studentu je stanovena uroven narocnosti vzdélavaciho planu a vyukovych
materialG. Zvlasté vyhodné jsou tyto materialy pro studenty s individualnim studijnim planem, ktefi se
nemohou pravidelné zuc&astriovat vyuky. Tito studenti mohou s pomoci nasich vyukovych materialt
Castecné kompenzovat svou neucast ve vyu€ovaném piredmeétu matematika, formou e-learningového
studia.
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Goniometrie

Funkce

Definice:

Funkce f se nazyva periodicka funkce, prave kdyz existuje takové Cislo p > 0, ze pro kazdé
k € Z plati nasledujici podminky:

a) Je-llix € D¢, pak x + kp € Dy;
b) f(x+kp) = f(x).

Cislo p se nazyva perioda funkce f.

Pokud v mnoziné ¢isel, ktera jsou periodami periodické funkce f, existuje nejmensi kladné
¢islo, nazyvame ho nejmensi perioda funkce f.

Definice:

Funkce h se nazyva funkce sloZena z funkci f, g(v tomto potadi), pravé kdyz plati:

1.) Defini¢nim oborem funkce h je mnozina vSech téch x € Dy,.
2.) Pro kazdé x € Dy, je h(x) = g(f(x)).

Funkce h se oznacuje gof.
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Funkce
Varianta A

Priklad: Naértnéte graf funkce y = (—1)%,x € Z.

Resent:
° ® °
£(x) i i n i
000 4 3 2 1 0 1 2 3 4
° ° I ° °

Hodnoty funkce se pravidelné opakuji:

Pro kazdé ¢islo x € Z, které lze zapsat ve tvaru x = 2k, kde k je celé &islo, je (—1)* = 1;
pro kazdé Cislo x € Z, které lze vyjadfit ve tvaru x = 2k + 1, kde k je celé Cislo, je
(—D* = -1.

Hodnoty se pravideln¢ opakuji, funkce je periodicka.

Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C
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Priklady k procviceni:

1) Jaka je mnozina vSech period funkce y = (—1)*, kde x € Z? Ma funkce nejmensi periodu?

2) Zjistéte, které z danych funkci jsou periodické, urcete jejich nejmensi periodu (pokud
existuje) a nacrtnéte jejich grafy:

a) y=1%x€ Z,

b) y=1*+(-1*x€Z

3) Rozhodnéte, zda funkce y = 2 je periodicka. M4 tato funkce nejmensi periodu?

4) Zjistéte, které z uvedenych funkci jsou periodické. Urcete jejich nejmensi periody (pokud
existuji). Nacrtnéte jejich grafy.

a) y=(-1)3%*x€eZ

b) y=13%+(-1)%*x€Z

Vysledek fesenik:

1.) Periodou je 2n, kde n je pfirozené ¢islo, nejmensi perioda je 2.

2.) a)Nejmensi perioda 1, pro vSechna x € Z,je hodnota funkce 1 b)Nejmensi perioda 2, pro
sudd x € Z, je hodnota funkce 2, pro lichd x € Z, je hodnota funkce 0.

3) Je periodicka, nema nejmensi periodu.

4) a) Je periodicka s nejmensi periodou 2, pro licha x je (—1)3* = —1 je, pro suda x je
D> =1,

b) Je periodicka s nejmensi periodou 2, pro licha x je (—1)3* + 13¥ = 0 je, pro sud4 x je

(1) +1% =2,



2a)

£(x)

4a)

f(x)
LA N J

4b)

£(x)
eooe

2b)

Goniometrie - Funkce

f(X) — 1trunc(x) i (_l)trunc(x)

-3 -2 71 0 1 2 3 4 £(x)

(%) = (1)

'

f(x) = (-1)% 4+ 1"
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Funkce

Varianta B

Priklad: Kazdé realné ¢islo b 1ze zapsat ve tvaru b = ¢ + d, kde c je celé ¢islo a d € (0, 1).
Cislo ¢ se nazyva cela &ast ¢isla b a oznaCujeme je [b]. Na obrazku jsou sestrojeny grafy

funkei f:y = [x] a g:y = x — [x]. Je néktera z téchto funkci periodicka?

f(x

.(.). =3 =2 "1 0 1 2 3
T
2
3
X
3 3
1 1

X h(x

.g(.). 3 2 1 0 1 2 3 ) 3 72 71 0 1 2 3
1 1
2
3 3
X X

Resent:

y = [x] neni periodicka

y = x — [x] je periodicka s nejmensi periodou 1

Priklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C
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1) Nacrtnéte graf funkce, ktera je periodicka a navic ma jesteé tyto vlastnosti:

Priklady k procviceni:

a) Je omezena a suda,
b) Je shora omezena, ale neni zdola omezena,

¢) Ma minimum, nema maximum.
2) Zjistéte, zda je dana funkce periodicka, urCete jeji nejmensi periodu (pokud existuje) a
nacrtnéte jeji graf:
y=[x]—x
3) Nacrtnéte grafy funkci:
a) y = 3x — 3[x]
b) y =3[x] —3x

4) Rozhodnéte, zda funkce y = 1% + (—=1)*] je periodicka. Nadrtnéte jeji graf.

1)

f(x) J

e o o 3

-2 1 1 2 3

2a.) 2b.)

g(x) i

w
[\S)
—_
(=}
=
[\8)
w

f(x)

7 AREEER kAN

N
1
[
1
N
1
ES
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Funkce

Varianta C

Priklad: Jsou dany funkce f:y = i, g:y = 3x — 2. Zapiste funkci slozenou z funkcei f, g (v

tomto potadi) pomoci predpisu y = (gof)(x).

Resent:

Nebudeme provadét zaménu oznaceni proménnych ve vyjadreni funkcei f a g.
1.) Dy = R\{0}, Dy = R; do Dgy,r patii vSechna x € Dy, pro kterd je f(x) € Dy, cili
f(x) € R. Tuto podminku spliiuje kazdé x € D¢, proto Dy, = R\{0}.
2.) Prokazdé x € Dy je

(g°f)(x)=g(f(x))=3-f(x)—2:3-§—2=§—2.

Je tedy gof:y =%—2.

Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C



Priklady k procviceni:

Goniometrie - Funkce

1) Jsou dény funkce g,:y = 2x — 3, g,: ¥y = x + 1. UrcCete sloZené funkce g,0g:; g1°9--

2) Jsou dany funkce ky:y = i, k,:y = V1 — x2. UrCete slozené funkce

klokz; kzokl; klokl

3) Mame dény funkce 7:y = x2 + 1,s:y = —x + 2. UrCete slozené funkce sor; ros a

sestrojte jejich grafy.

4) Uvazujte funkce u: y = logx, v: y = |x — 1|. Sestrojte grafy funkci uev; vou.

lyy=2x—-2; y=2x-—1
1 1
2)y == y=|1-3; y=x
3)y=—x?+1 y=x%—4x+5
4)y =loglx —1]|; y = |logx — 1|
Grafy k tloham
3.2) 3.b)
3 -2/ A1 _ o f‘\\ b 0
. N
) . \
/ : \
/ ; \ !
/ i \ iy
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4.a)
K}
pA
1
]
fi s
) 493 =271 |ON1/2 B
1
S
4.b)
S
1
~
g(x) 01 2 3 4
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Goniometrické funkce 1

Goniometrické funkce ostrého uhlu

Definice:

- Sinus a je pomé&r délky odvésny protilehlé k thlu o a délky prepony

pravouhlého trojuhelniku.
- Kosinus je pomér délky odvésny prilehlé k thlu  a délky pfepony.
- Tangens je pomér délek odvésny protilehlé k thlu  a odvésny prilehlé.

- Kotangens je pomér délek odveésny prilehlé k thlu  a odvésny protilehlé.
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Orientovany uhel a jeho velikost

Definice:

Usporadana dvojice polopifimek VA, VB se spoleénym pocatkem V se nazyva orientovany

uhel AVB.
Tento uhel se zapisuje AVB.

Poloptimka VA se nazyva pocateéni rameno, polopiimka VB koncové rameno

orientovaného uhlu AVB, bod V vrchol orientovaného uhlu AVB.

Kladny smysl otaceni- proti sméru hodinovych rucicek
Zaporny smér otaceni- po smeru hodinovych rucicek

Definice:

Velikost toho z thli «, 8, ktery opiSe poloptimka pfi otoceni z poc¢ateéniho ramene VA do

koncového ramene VB v kladném smyslu, se nazyva zakladni velikost orientovaného uhlu

JE———

AVB.

Definice:

Velikosti orientovaného uhlu AV B, jehoz zakladni velikost v obloukové mife je a, se nazyva

kazdé Cislo a + k - 2m, kde k je libovolné celé Cislo.

Véta:

Je-li ¢ jedna z velikosti orientovaného uhlu AV B, pak mnozina vsech Cisel, ktera lze psat ve

tvaru ¢ + 2kn(k € Z), je rovna mnozin¢ vSech velikosti thlu AVB.

Je-li v rovin€ déna poloptimka VA a je-1i dano libovolné redlné ¢islo x, pak v této roving

existuje pravé jeden orientovany uhel AVB, jehoz jedna velikost v obloukové mife je x.

Jednotkova kruznice je kruznice se sttedem S a polomérem r = 1. Délka této kruznice je 2.

Ke sttedovému thlu 360° tedy prislusi délka oblouku 27.
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Stupfiova mira

a) Velikost uhlu zapisujeme ve stupnich - jeden stupen,
b) Mensi jednotky minuta; 1 vtefina,

9) ;

Obloukova mira

a) Velikost uhlu zapisujeme v radianech,

b) Jednotka rad- jeden radién,

Definice:

Radian je stfedovy thel, ktery ptislusi na jednotkové kruznici oblouku o délce 1.

Z ptfimé umeérnosti: - —

1 rad
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Goniometrické funkce 1

Varianta A

Priklad: V pravouhlém trojuhelniku ABC je délka odvésny a = 7cm, cotf§ = %‘ Vypocitejte

délky zbyvajicich stran tohoto trojuhelniku.

Resent:

Odvésna a = 7cm

(g = 5
cotf = 2
V trojuhelniku ABC

... pfepona; b... odvésna.

a
cotﬁzg
5 75
2= 307
5b =28
b=%=5,6cm

c =+a?+ b?

c=+7%+5,6% =8,96cm

V daném trojihelniku je odvésna b = 5,6cm a pfepona ¢ = 8,96¢cm.

Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C
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1) V pravouhlém trojuhelniku ABC je délka ptepony ¢ = 10cm, tana = %. Vypocitejte délky

Priklady k procviceni:

stran AC, BC.

2) Urcete délky vsech stran a velikosti ostrych thli v pravothlém trojihelniku ABC
s pfeponou AB:
¢) a=24cm,c = 30cm

d) a =10dm, b = 40dm

3) Je dana kruZnice o polomé&ru 10cm a jeji tétiva, ktera ma délku 12cm. Vypocitejte velikost

sttedového uhlu, ktera prislusi této tétive.

4) Nakladaci rampa o délce 12 metrii je na jednom konci o tfi metry vyse nez na druhém

konci. Jak velky tihel svird rampa s vodorovnou rovinou?

1.) |BC| = 6¢cm, |AC| = 8cm

2)a) b = 18cm, a= 53°10", 8 = 36°50"; b) c = 41,2dm,
a= 14°3 = 76°

3.) 73°40°

4.) 14°30°
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2. Goniometrické funkce 1
Varianta B
Priklad:
a) Pfevod radidnt na stupné: a = i—’;rad pfeved'te na stupné.

b) Pievod stupiill na radidny: @ = 120° ptfeved’te na radiany.

Reseni:
a) 1 rad.. 2%
T
3—"rad e X°
10
Z ptimé imérnosti x = = - 222 = 3. 18 = 54°, Zyqd = 54°,
10 = 10
Obecné x rad = 2282,
b) =X .. 1rad
T
120°..xrad
Z pimé imérmosti x = Top- = =7 = = wrad.
Vs
Obecné a°® = —= rad.
180°
a 0° 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360°
x 0 n n T n i) En 2
6 4 3 2 >
Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C
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1) Velikosti thli dané ve stupiiové mife vyjadiete v mife obloukové:
a) 130°,150°,210°,240°,330°
b) 12°30°, 36°, 145°, 317°

Priklady k procviceni:

2) Velikosti thlti dané v mife obloukové vyjadiete v mife stupiiové:
4 12 14 7
)

4 1
a) -m,-TM,—n,—n,—T,—T
37’5759 "10 15

3) Velikosti uhli dané ve stupiiové mite vyjadiete v miie obloukové:
a) 4°,5°,9°,10°,15°,18°,40°
b) 45°,60°,90°,150°,180°,270°,300°, 360°

4) Velikosti thli dané v obloukové mife vyjadrete v miie stupnové:

1 1 1 1 1 1
a) W,=M,~T,~TM,—T,—T,—T
3775767180 90" ' 12

7 3 12 32 3 _ 230

b)-m, -, —n,—n,~-T,—T
)6 5777157771277 2777 180

13 5 7 4 11
la)—m,-m,-m,-m,—T
18’6 ’6 '3’ 6

b)=m,0,2m, 21, 1,76m
72 36
2a.) 240°,144°,432°,315°,126°,12°
3.)a) in,iﬂ,in,in,in,in,zn,
45 736’20 18 "12 ’10 ’9
b)ln,ln,ln,én,n,gn,én,Zn
47’3726 273
4.) a) 180°,60°,36° 30°,1°,2°,15°,
b) 210°,108°,144°,195°,270°,23°
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Goniometrické funkce 1

Varianta C

Priklad: Jedna z velikosti orientovaného uhlu je a) %n; b) —1826°. Urcete jeho zakladni

velikost.

Reseni:
a) Urcime takové celé Cislo k, pro néZ plati %Tt = a + 2km,
17 5
kde a € (0,2m): ST= 4 +3

Zakladni velikost daného orientovaného thlu je gn.
b) Jako v a) zjistime, ze —1826° = 334° — 6 - 360°.

Zakladni velikost orientovaného thlu je 334°.

Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C
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1) Na ciferniku hodin se stftedem S oznacte body dané Cisly 2, 10, 7, 4 postupné€ pismeny A,

Priklady k procviceni:

B, C, D. Urcete ve stupnové i obloukové mite zakladni velikosti orientovanych thli

ASC,BSD,ASD,BSC,ASB,BSA,DSC,DSB.

2) Urcete zakladni velikost orientovaného uhlu, jehoz jedna velikost je
a) 1800° b) —333° c) —1567°
d) 387° e) —284° f) —1083°25’

3) Zakladni velikost orientovaného uhlu DVE je %n. Zjistéte, ktera z nasledujicich ¢isel jsou

velikostmi tohoto orientovaného thlu:
4 7 8 13 5 10 61 61
R R R T T R S

4) Zékladni velikost orientované¢ho thlu AV B je in. Vypiste vSechny jeho velikosti

z intervalu (—4, 671).

7 5 1 2 4 3
1.)gn,n,§n,zn,§n,§n,zn,n

2.)a) 0°, b) 27°, c) 233°, d) 27°, ¢) 76°, f) 356°35’

7_ 13 5_ 61
3)-m,—m,—-m,—
)3 377 3773
15 7_1_9 17
4)——m,— -m,~-W,~T,—T
47747747 4
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Goniometrické funkce 2

Funkce sinus a kosinus

Uednotkova kruZnice je kruznice s polomérem 1j. ( )
A
Vv B
m2
12w

V... pocatek souradnicového sytému,
Orientovany uhel

... pocatecni rameno

... koncové rameno
Soufadnice bodu

... bod, v némz koncové rameno orientovaného uhlu protina jednotkovou kruznici.
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Definice:
Funkci sinus se nazyva funkce na mnoziné , kterou je kazdému ptifazeno cislo
Funkci kosinus se nazyva funkce na mnozin¢ , kterou je kazdému piifazeno cislo

sinus

=

kosinus

... zékladni velikost orientovaného tthlu

1,2,3,4... kvadranty soufadnicového systému
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Véta:

Pro kazdé k € Z apro kazdé x € R
sin(x + k - 2m) = sinx,

cos(x + k - 2m) = cos x.

Z obrazku jednotkové kruznice je vidét, ze hodnoty funkce sinus jsou kladné v prvnim a
druhém kvadrantu a zaporné ve tietim a ¢tvrtém kvadrantu. Hodnoty funkce kosinus jsou

kladné v prvnim a ¢tvrtém kvadrantu a zaporné ve druhém a tietim kvadrantu.
Funkce sinus a kosinus jsou periodické

Z jednotkové kruznice mizeme také usoudit, ze funkce y = sin x je licha a funkce y = cos x

je suda.

Véta:

Pro kazdé x € R
sin(—x) = —sinx

cos(—x) = cosx
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f:y =sinx, [—2m =— 6,28]

Grafy funkci sinus a kosinus

f(x) ‘8‘/‘6‘5‘4 ‘2‘1012345?78

g:y = cosXx,

&(x) 7 6 -5\4 13 -7-1 0 1\2 3 75 6 7 B
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Z obrazki je vidét, Ze cos x = sin (x + g)

Graf funkce sinus se nazyva sinusoida, graf funkce kosinus se nazyva kosinusoida.

y = sinx Yy = Ccosx
Defini¢ni obor R R
Obor hodnot (-1,1) (—1,1)
Rostouci V kazdém intervalu V kazdém intervalu
<_g+ 2kﬂ,g+2krr) (m + 2km, 2w + 2km)
Klesajici V kazdém intervalu V kazdém intervalu
(g + 2k7t,37n + 2km) (2k, m + 2kr)
Parita licha Suda
Omezenost Shora i zdola omezena Shora i zdola omezena
Maximum V kazdém x = g + 2km V kazdém x = 2km
Minimum V kazdém x = 3?” + 2km V kazdém x = m + 2km
Periodicita Periodicka, perioda 2km, k € Z

Periodicka, perioda 2km, k € Z

Hodnoty funkei sinus a kosinus

x 0 T T T * T 3
6 4 3 2 >
sinx 0 1 V2 V3 1 0 -1
2 2 2
cosx 1 NE NG3 1 0 -1 0
2 2 2
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Pti sestrojovani grafti funkci sinus a kosinus je upravujeme vzdy na tvar:
y =asin[b(x +c)]+d

a... amplituda

b... perioda

C... posun po 0se x

d... posun po ose y
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Goniometrické funkce 2
Varianta A
Priklad: Vypoctéte:

a) singn

b) cos =1

4
¢) sin390°
d) cos270°

Reseni:
.7 .1 V3
a) sin-m = —sin-mr = ——
3 3 2

13 5 5 1 V2
b) cos—m = cos (27r+—7t) =COS-TT = —COS-TT = ——
4 4 4 4 2

¢) sin390° = sin(360° + 30°) = sin30° = %

d) cos270° = —1 (viz jednotkova kruznice)

Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C
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Priklady k procviceni:

1) Vypocitejte
e sin¢=7m) cos (= ). sin (). cos (1)
sin 3w, sin(—7m), cos 471 ,sin 677.' , COS 187T
2) Vypocitejte
cos(—720°), cos 1290°, sin(—1845°), sin 585°, cos 585°
3) Vypocitejte:

1 .1 1 .1
a) 3-cos-m—3-sin-m+2-cos-m—sin-w
4 4 3 6
1 .
b) 2-coszn—5~smn+6-cosn

c¢) —3-sin0°+7-cos0°—6-sin270°

4) Dokazte, ze plati:
a) sin20° = sin 740°
b) cos 54° = cos(—1026°)

1) 0;0; 2v2; -0,5; =3

2) 1; = 2V3; —VZ = 2V2: —5V2
3.) ) 0,5,b) -6, ¢) 13
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Goniometrické funkce 2

Varianta B

Piiklad: Zakreslete graf funkce f:y = zsin(Zx +m)—1
Reseni:

adni ‘ v = 3 ) —
Predpis funkce upravime- f:y = > sin [2 (x + 2)] 1
Postupné sestrojime grafy funkci:
fo:y =sinx

fi:y = sin (x +%)
f2:y = sin [2 (x +g)]
fory = %sin [2 (x +g)]

fary =;sin [2 (x+g)] -1
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f(x) =sinx; g(x) = sin (x + %)’ h(x) = sin :2 (x + E)]

pA

- /\

£(x)

g(x) \/
—_ 5 -4 -2 -1 1

)
~
[

S




P
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a)y=cos(x+%) b)y=2-cos(x+%)

Priklady k procviceni:
1) Nacrtnéte grafy téchto funkci:

c)y=cos(x+%)+2 d)y=cos(2x+%)

2) Nacrtnéte grafy téchto funkci:
a)y = sin0,5x b) y = cos 2x

Jaké jsou nejmensi periody téchto funkci?
3) Nacrtnéte grafy téchto funkci:
a)y =sinx — 2 b) y = sin(x — 2)
Zapiste jejich obory hodnot.
4) Nacrtnéte postupné grafy funkci:
y=sinx,y=0,5-sinx,y =0,5-sin2x,y = 0,5 - sin(2x + m),

y=05-sin2x+m)—1

1.)a) c)

/N o SN/

f(x)

b) 9

) -}/{2-10 2 3/4 5 6 = __210\123\U i
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3)a)(—3,—-1)
b) (—1,1)
=3 =2 "1 o1 2 3 4 5 6
I
f(x) \ < \
el f(x)
4
X
4)  sinx 0,5-sinx

PA pA
1 I

f(x) “-2-Alolh b 3\4 5 fx) “Ia=f10]1 2 3 =6
1 I
pA

0,5 - sin 2x 0,5 - sin(2x + m)

A
1 I
N\ NN /N

) S0 1A 4 00 NAT WA 2 N5 6
1 1
2 pA

X X

1

£(x) ‘3‘2‘,\01]}\3 4‘
1

)Lh
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Goniometrické funkce 2
Varianta C

Piiklad: Zakreslete grafy téchto funkci:

a) y = [sinx|
. 1
b) y= |smx—5|

c) y = |sinx| —%

d y=

. 1
|sinx| — —|
2

Resent:

a)

b)
d)
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Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C

Piiklady k procviceni:

1) Nacrtnéte grafy funkci:

a) y = |sin x|

sinx
Ccos X

b) y=

- |cos x|

2-(cos x)?

cos x—|cos x|

2) Nacrtnéte graf funkce y =
3) Nacrtnéte grafy téchto funkci:
a) y = sin|x|
b) y = |sin|x||
4) Nacrtnéte grafy téchto funkei:

a) y = |cosx|
b) y= cos(x+§)|
c) y= cos(x+§)—1|

d y= cos(x+§)|—1

1.)a) b)

—_ N W kA u

f(x)

f(x)
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2)) 4.) a)

VAR
f(x) I —

3.)a)
b)

| N
f(x) / \ 1
' ‘ LAV ER VAR
-7—3 2 - 0o 2 3\4

3.)b) x
4.)c)

LL/,\ b\/ \ Y/ \

£(x)
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4d)

f(x)
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<
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Goniometrické funkce 3

Funkce tangens a kotangens

Definice:

Funkci tangens se nazyva funkce dana vztahem

Funkci kotangens se nazyva funkce dand vztahem

Tyto funkce zapisujeme
kotangens ,«-"z
/"{-’-
p
A

e 5

~ 2

m

3

w
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Defini¢nim oborem funkce y = tg x je mnozina vSech redlnych ¢isel riiznych odg + 2km a
271 + 2km, kde k je libovolné celé ¢islo. Jinak feceno, definiénim oborem funkce y = tg x

je mnozina v§ech x € R, pro néz x # (2k + 1) g, kde k € Z.

Defini¢nim oborem funkce y = tan x je tedy mnozZina, kterd je sjednocenim nekonecné
mnoha otevienych intervall tvaru (—g + kn,g + kn); pfitom k je libovolné celé ¢islo. Tuto

mnozinu zapisujeme takto:

U(—g+kn,g+kn)

kez

Symbol Ugez(...) oznacuje sjednoceni pfislusnych intervali.

Defini¢nim oborem funkce kotangens je mnozina vsech téch x € R, pro kterd ma smysl vyraz

ZT;;C ¢ili pro néz je sinx # 0. V intervalu (0,27) je sin x = 0 pouze pro ¢isla 0 a 1; dale

vime, Ze funkce y = sin x je periodicka s nejmensi periodou 2. Odtud plyne, Ze defini¢nim
oborem funkce y = cotg x je mnoZina vSech téch x € R, pro néz x # km; ptitom k je

libovolné celé ¢islo. Defini¢ni obor funkce kotangens lze tedy zapsat v tomto tvaru:

U(kn, (k + 1)m)

k€eZ
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Véta:

a) Pro kazdé realné &islo x # (2k + 1) g kde k € Z,

tg(—x) = —tgx
b) Pro kazdé realné Cislo x # km, kde k € Z,

cotg(—x) = —cotgx

Véta:

Funkce tangens a kotangens jsou liché funkce.

Véta:

a) Pro kazdé x z defini¢niho oboru funkce y = tgx a pro kazdé m € Z

tg(x + mm) = tgx

b) Pro kazdé x z defini¢niho oboru funkce y = cotg x a pro kazdé m € Z

cotg(x + mm) = cotgx

o
k!
W]
N

|

tan x 0

«| %
>

cotx -

)
—_
«| %
S
1
)
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y=tgx

y = cotgx

Defini¢ni obor

Mnozina vSech x # (2k + 1)%

Mnozina vSech x # km

Obor hodnot R R
Rostouci V kazdém intervalu -
T T
(—E + kn,E + kn)
Klesajici - V kazdém intervalu
(km,m + km)
Parita Licha Licha
Omezenost Neni omezena ani shora, ani Neni omezena ani shora, ani
zdola zdola
Maximum Neexistuje Neexistuje
Minimum Neexistuje Neexistuje
Periodicita

Periodicka s periodou km, k € Z

Periodicka s periodou km, k € Z
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f:y=tgx, [—2m =— 6,28]

Grafy funkci tangens a kotangens
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g:y = cotgx

o
___aw*{
(=}
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Goniometrické funkce 3
Varianta A

Priklad: Vypoctéte:

a)tg (— %9 n)

b) cotg (? n)

Resent:

Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C
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Priklady k procviceni:
1) Urcete hodnoty:

7 7
a) tg- m, cotg_m

b) tg (— %TL’) , cotg (— %TL’)

2) Urcete hodnoty
a) tg300°,cotg300°
b) tg(—945°), cotg(—945°)

3) Vypoctéte:
a) tg 30° - cotg 30° — sin 30° - tg 60°

b) cotg%n ~tgllm - cotg? 7 - tg(—7m)

4) Vypocitejte:
tggn—cotg(—gn)
tg§n+cotg(—§n)
cotg(—én)+tg(—%n)
tg(—n)+cotg(—%7r)

1)2)3V3,V3,b) —V3,— V3
2)a) —V3,—2v3,b) -1.-1
300922 6)0

4)a)2,b)2(3 - 3)




2. Goniometrické funkce 3
Varianta B
Priklad: Urcete defini¢ni obory funkeci:

a) f=qs

tgx

b) g = ./cotgx

Resen:
a)
tgx #0->x #kn
T T s
p(H) =| (k5.5 +K3)
keZ
b)
cotgx =0
s
D(f) = U (te, 3 + k)
kEZ
Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C

Goniometrie - Funkce
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Priklady k procviceni:
1) Zapiste defini¢ni obory funkci:

a) Y= cotgx
b _ 1

)Y =
2) Vypocitejte:

a) 2 'tg0+sinn—cos%n—cotg%n

b) tg 30° - cotg 30° — sin 30° - tg 60°

3) Vypocitejte:
a)6- cotg%n —5:sin2mr+2-cosm

b)3-cos%n—4-sin§n+8-tgn

4) Uspotadejte podle velikosti tato ¢isla:
a) sin 30°, cos 30°, tg 30°, cotg 30°

b) cos 4w, sin(—5m) ,tg (— %n) , cotg13—37t

1)) Ukez (k3721 + k -21),b) Ugez (K, S + ke

2)2)0,b)5(2-3)
3)a)-2,b)4
4.)a) sin 30° < tg 30° < cos 30° < cotg 30°

b) sin(—57) < cotg?n < cos4m < tg (—gn)
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Goniometrické funkce 3
Varianta C

Piiklad: Nacrtnéte v téZze soustaveé souradnic grafy funkci:
a) fry=tgx, g:y=-05-tgx
b) h:y=-05-tg2x, k:y=-0,5- tg(Zx +g)

Resent:

a)

| /|
\/‘ \/ \
=\ \/\/\/
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b)
k
o N\ WA LERVAWN
kx) 79 7\ 4 \ P 1 4 \\ \
Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C




Priklady k procviceni:

1) Nacrtnéte grafy téchto funkci:

a) y = [cotg x|
b) y = |cotg 0,5x|

2) Nacrtnéte graf téchto funkci:
[
a)y =tg (x + g)

b) y = cotg (x — %)

3) Nacrtnéte grafy funkci:
a) y = cotg (x + in)

b)y =—tgx

Goniometrie - Funkce

4) Nacrtnéte graf nasledujici funkce a poté z grafu urcete jeji vlastnosti: y = |tg (x - %n)|

1.)a)

f(x)

P engll

b)
3
f(x) 2
-\ /.
. \. ./
75 74 73 92 71 [0 1 2 4
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2.)a)

£(x)

b)

£(x)

3)a)

£(x)

b)

f(x)

Goniometrie - Funkce

B}
pin
5}
Z
J /
-sjﬁ4-3-2;(10 3 4
/[
3
4
d
X
B}
b
5)
\ - \
1 \
T TANB 2 LN 2N 4
, \
3
pin
d
X
»)
4
A \
X -4 73 WL |0 AN
\ ) \
S
4
d
X
)
pin
K)
pA
|
5 -4 - -2-1\5\ 2 BN4
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£(x)

™ —

(=}
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Goniometrické rovnice

Definice:

Goniometrickou rovnici nazyvame kazdou rovnici, v niZ se vyskytuji goniometrické vyrazy

s neznamou x, kde x € R.

Dva zékladni typy goniometrickych rovnic:

1.) sinx = a, cosx =a

Je-li:

a) a = 0nebo a = *1, uzijeme pro feSeni graf nebo jednotkovou kruznici
b) a # 0 azaroven a # +1, pak zjistime kofeny x4, x, € (0,2m) pomoci jednotkové

kruznice popiipadé grafu, znamé tabulkové hodnoty nebo kalkulatoru
Mnozina feSeni K = Uyez{x, + 2km, x, + 2km}.

Pozn.: Je-li |a| > 1, pak rovnice nema feSeni.

2) tgx =aq, cotgx =a

Pro vSechna a € R ma rovnice nekone¢n€ mnoho feSeni, ktera uréime:

a) Proa = 0, uzijeme grafu nebo vlastnosti
tgx =0 sinx =0
cotgx =0« cosx =0
b) Pro a # 0, zjistime pravé jeden kofen x; € (0, ), pfi¢emz postupujeme jako
v pripad¢ 1.).

Mnozina feSeni K = Uyez{x; + km}.

vewr

uzitim vzorcl pro goniometrické funkce.
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Jednotkova kruznice funkce sinus
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Jednotkova kruznice funkce kosinus
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Osy cos(X) a sin(X) muzeme zakreslit do jedné kruznice. V obrazku jsou navic vyznaceny

kvadranty.

1na SINX
3 A

I, kvadrant |. kvadrant

Il. kvadrant
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Goniometrické rovnice
Varianta A

Piiklad: Reste zakladni goniometrické rovnice:

a)sinx =1

b) cosx = —1
. 1

c)sinx = —3

Reseni:
a) X1 = %, K = UkEZ{g-I_ Zkﬂ}
b) x; =, K = Ugezdm + 2kn}

< . . N 1
¢) Urcime zékladni uhel x,, pro néz je sinx = >

T
Xg = c
sin x je zaporny ve tfetim a Ctvrtém kvadrantu, tedy
N w7
X =T c ="
—> r 11
Xp=2m—o=—
K—U{7 t 20, 2 4 2k }
= cT M I8
kez
Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C



Priklady k procviceni:

1) Reste goniometrické rovnice s nezndmou x € R:

a)sinx = —1
bytgx =1
c)cosx =0
d) cotgx =0

2) Reste goniometrické rovnice s neznamou z € (0,4m):

a)cotgz =1
b)ytgz =-1
c)cosz = 0,5

d)sinz=1

3) Reste goniometrické rovnice s nezndmou x € R:
a) sinx = 0,5

b) cotgx = —/3

Reste goniometrické rovnice s nezndamou z € (0,47):
¢)sinz = —0,5

d) cotgz = /3

4) Reste v R rovnice:
a)cosx = 0,35

b) sinx = —0,86
c)cotgx = —1,2

Goniometrie - Funkce
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l)a)x € Ukez{%” + 2kn}, b)x € Ukez{i” + kn},

c)x € Ukez{%ﬂ + kn}, d)x € Ukez{%ﬂ + kn}

1 5 _9 13 3 7 11 _ 15
2')3)26{ZH'ZH'ZH'TE}’b)ZE{Zn’Zn'Tn’Tn}
1 5 7 11 1 5
c)ZE{—n,—n,—n,—n},d)ze{—n,—n}
37737737 3 2772

3)a)x € Ukez{%” + 2kn,§7t + 2k7r}, b) x € Ugez {gn + kn},

c)z € {%n,%n,%n,?n}, d)z € {%n,%n,l—;n,%n}
4.)a)x € {69°30" + k - 360°,290°30" + k - 360°},
b) x € {239°19" + k - 360°,300°41" + k - 360°}

¢) x € {140°10" + k - 180°}
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Goniometrické rovnice
Varianta B
Piiklad: Reste v R:

a) sin2x = —%

b) 2sin(3x+m) = —

Reseni:
a)
Substituce y = 2x = siny = _%
Ly
y1=m 6 = 671' T
7
2x = —m + 2km
6
X1 = En + km
—on-Lol + 2k
Yo = 4T i T T
11
2x = —m + 2km
6
= 1 +k
Yo =T
1
P = {—n+kn —7T+k7r}
kez
b)
Rovnici budeme fesit substituci y = 3x + m, tj. pfejdeme k feSeni rovnice
2siny = -1
¢ili k rovnici
siny =-0,5

sneznamou y € R.
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Mnozinu vSech jejich kotfent tvofi ¢isla tvaru

7
V1 =gn+2kn

11
Y, = ?n + 2kn

kde k € Z.
Mnozina vSech kotfentl piivodni rovnice se tedy skldda ze vsech ¢isel x4, x,, pro kterd plati

pravé jeden ze vztahil

7
3x1+7r=g7r+2k7r

11
3x,+ 1 =?n+2kn
Odtud dostaneme

7 1
x1=1—8ﬂ+3(2k—1)r:

11 1
x2—1—8n+3(2k—1)n

Neboli

T 2
x1:_+ kT[

5
xz—ﬁn+3kn

Mnozinu K vSech kotenil ptivodni rovnice 1ze tedy zapsat ve tvaru

K = U{18+3k7r T+ = kn}

kezZ

Provedenim zkouSky dosazenim se ptresvédcime, Ze jsme se v prubéhu feseni nedopustili

numerické chyby.

1.)
T 2 ] 2 . T
L(18+3k7t>=2-sm<3(18+3kn) )=2-51n(g+2kn+n)=
. . n
=2-smgn=—2-smg=—1

2
P<18+3kn) -1
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2))
5 2 ) 5 2 (5
L(En+§kn>=2-51n<3(ﬁn+§kn>+n>=2-sm<gn+2kn+n>=
. . s
=2-sm?n=—2-smg=—1
5 2
P(En-i-gkn):—l
5 2 5 2
L(En+§kn)= P(En+§kn>
Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C
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Priklady k procviceni:

1) Reste rovnice s neznamou x € R:
a)tg3x =0

b) sin2x =0

c)cotgdx =1

2) Reste rovnice s neznamou x € R:
: 1\ _

a) sin (x +gn) =1

b) cos(x + 45°) =1

¢)tg(x —30°) = —1

3) Reste rovnice s neznamou x € R:
a) sin(g—x) =0

b) tg(—x +%) =3

4) Reste rovnice s nezndmou x € R:

a)cos3x = 0,5
b) cotgmx =0

1)) x € Ugez {k 2}, b) x € Upes {k - 27},

c)x € Ukez{1—16n + k- in}

2)2)x € Upey {%n + an}, b) x € Upe {—45° + k - 360°}
0) x € Ugez{—15° + k - 180°}

3)a) Ukez {37 + k), b) Ure {7 + ke

4)a) Uez {5+ 2k - 2. 2m + 2k - 3},

2k+1}

b) Uez {25
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Goniometrické rovnice
Varianta C

Priklad: ResSte rovnici s neznamou x € R

sin 2x = cos 3x - sin 2x

Resent:

Rovnici upravime takto:
sin2x-(1—cos3x) =0
Cislo x je kofenem této rovnice, pravé kdyz plati
sin2x =0 nebo 1—cos3x=0
Zavedeme substituce:
2x =u 3x=v

Odtud dostaneme dale:

sinu =0 cosv=1
u=kn,kdek € Z v=2mn,kdem€Z
_ kn _ zmn
T2 T3

67

Mnozinu vSech feSeni zadané rovnice tvoii vSechna x € R, ktera Ize psat v nékterém z tvarQ

km 2mm . . . ’ y v
—,——; pritom k, m jsou libovolna celé ¢isla.

Ut-aUUE

Tuto mnozinu lze zapsat ve tvaru

kez
Nebo také
U { KT 2 kn}
kez 23
Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C
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Priklady k procviceni:

1) Reste rovnice s neznamou x € R:
a) cosx = sin 2x - cos x

b) cotg 2x = tg 3x - cotg 2x

2) Reste rovnice s nezndmou x € R:
a) 2(cosx)? —7cosx+3 =0
b) (tgx)? +2tgnx —3 =0

[@) uZijte substituci cosx = v]

3) Reste rovnice s neznamou v € R:
a) (cotgv)? + cotgv = 0
b) 2(sinv)? +sinv —3 =0

4) Reste rovnice s nezndmou x € R:
a)sinx-cosx =0

b) tgx - cotgx =0

Qk+1)m 1

1) a) UREZ{T’ZH + kn}, b) Ukez{(Zk +1) .%, (4k + 1) - 1”_2}
2)a) Ukez {570 + 2k, 21 + 2k}, b) Upees {270 + ke, x, + k),

x; =— 1,249,

3)a) v € Uez {5 + k2 + k),

b) v € Ugez {%n + 2k7r}

4.)a) Ugez {k . %}, b) prazdnd mnoZina
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Goniometrické vzorce

Zakladni vztahy mezi goniometrickymi funkcemi

sin’x + cos’x =1 pro viechna x € R
tgx = 30X sechna x # (2k + 1) =
X = ro viechna x —
g cosx p 2
cosx 5
cotgx = — provsechna x # kn
sinx
¢ ! sechnax + ke keZ
cotgx = — rovsechnax # k— ,
o tgx p 2

Souctové vzorce a vzorce pro soucet a rozdil
Pro goniometrické funkce sinus a kosinus plati tyto véty:

Pro vSech na realna ¢isla x, y plati

sin(x + y) = sinxcosy + cosxsiny
sin(x — y) = sinxcosy — cosxsiny
cos(x + y) = cosxcosy — sinxsiny

cos(x — y) = cosxcosy + sinxsiny

x+y xX—Yy

inx + siny = 2si
sinx + siny = 2sin—— cos—;
. . Xty . xXx—Yy
sinx — siny = 2cos sin
2 2
x+y xX—y

cosx + cosy = 2cos

cos

2
L Xty . xX—Yy
cosx — cosy = —2sin 5 Sin—;
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Vzorce pro polovi€ni a dvojnasobny uhel

Pro kazdé realné cislo x plati:

sin2x = 2 sinxcosx

cos2x = cos’x — sin*x
| . x| 1—cosx
sin—-|= | ————
2 2
| x| 1+ cosx
cos—| = |[———
2 2
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Trigonometrie

Sinova véta:

Pro kazdy trojuhelnik ABC, jehoZ vnitini ihly maji velikosti a, 3,y
a strany délky a, b, c, plati

a b c
— = ——=——=21r ,kder jepolomér kruznice trojahelniku opsané
sina sinf3 siny

Sinovou vétu pouzivame, jsou-li v trojuhelniku dany:
a) délka jedné strany a velikosti dvou thli

b) délky dvou stran a velikost thlu proti jedné z nich.
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Kosinova véta:

Pro kazdy trojuhelnik ABC, jehoZ vnitini ihly maji velikosti a, 3,y
a strany délky a, b, c, plati

a? = b?> + ¢?> — 2 bc cosa
b%? = a? + c®> — 2 ac cosp

¢’ = a? + b?> — 2 ab cosy

Kosinovou vétu pouzivame, jsou-li v trojihelniku dany:
a) délky vSech tfi stran

b) délky dvou stran a velikost thlu jimi sevieného.

DalsSi trigonometrické véty

Pro obsah S kazdého pravoihlého trojuhelniku ABC, jehoZ vnitini G4hly maji
velikost a, B,y a strany délky a, b, c plati:
1 1

. . 1
S = Eabsmy = Ebcsma = Eacsmﬁ

Dalsi vzorce pro vypocet obsahu trojuhelniku (Heronlv vzorec):

S = \/s(s —a)(s—b)(s—c)

S =ps
5= des=tarb+o
= es-za c

p je polomér kruznice vepsané

T je polomér kruznice opsané
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Goniometrické vzorce a trigonometrie
Varianta A
Priklad 1:  a)Urcete zbyvajici hodnoty goniometrickych funkci, jestlize
sinx = 0,6 a zaroven x € (E,n)
2

b) Urcete zbyvajici hodnoty goniometrickych funkci, jestlize

1 ) y 3
cotg = —3 a zaroven x € (7, 2n)
Reseni:
a) cos’x =1—sin?x A cosx <O

cosx = —/1 —sin?x = —/1 - 0,62 = —/0,64 = —0,8
sinx _ 0,6 3

9% = osx — Z08 4
4

cotgx = ~3

b) tgx = —3

sin’x + cos’x =1

cos?x 1

sin?x  sin?x

(1 + cotg?x) =

sin?x
5 1
sin‘x = ————
1+ cotg?x
o 1 _ 1 _ 9_ 3
ST =T T+ cotgex 1+1_ 10 V10
9
_ o _|r_1
cosx = 0- 10" 7%
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Priklad 2:  Urcete délky vSech stran a velikosti vSech vnitinich uhli v trojahelniku ABC,

je-lidano: a)c =20cm, a =45°, B =105°

b)a =51,32mm, b =34,76mm, [ =126°12’

Reseni: a)y = 180°—a — f = 180° — 105° — 45° = 30°
a c c 20 V2
—=— -5 a=——sSina =— sin45° = — — =202 cm
sina  siny siny sin30° 1 2
2
c
b=——sinf = sin105° = 38,6cm

siny sin30°

b)b? = a? + ¢? — 2accosf
b? = 51,322 + 34,76% — 2.51,32. 34,76 .c0s126°12" = 5 949,14

b=7713mm

a b ] asina 51,32 sinl126°12° 0.54
E— - = = =
sina  sinf Stna b 77,13 '
a, = 32°28°

a, = 147°32" nevyhovuje — tupy ahel jef
y = 180° — 126°12" — 32°28" = 21°20°

Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C

Priklady k procviceni:
1) Urcete zbyvajici hodnoty goniometrickych funkei, jestlize:

/ v 3T
e) cosx =—0,6 azarovenx € (n, 7)

f) tgx =—2,4 azarovenx € (g,n)



Goniometrie - Funkce

2) Dokazte, Ze pro vSechna x , pro ktera jsou dané vyrazy definovany, plati

1+ cos2x — cota?

1—cos2x  0t9X

tgx tg2x .
— = —5sin2x
tgx —tg2x

3) Urcete délky vSech stran a thla v trojithelniku ABC, je-li dano:
c) a=188,4cm, p =56°18", y =95°36
d) b=25cm, c¢=25V2cm, y=45°

4) Tti kruznice s poloméry r; = 5cm, r, = 4cm, r3 = 6¢cm se dotykaji vné. Vypocitejte

velikosti uhli, které sviraji stfedné.

Vysledky:
) 4 3
la.) sinx = —0,8; tgx = 3 cotgx = "
1b.) sinx = 12 1 COSX = 2 ;cotgx = 2
13 13 12

3a.) b =332,8cm, a =28°', c=398,1cm
3b.)a =483cm, [ =30° y=105°
4) a =50°28" [ =59° y=70°32’
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Goniometrické vzorce a trigonometrie
Varianta B

Priklad: Upravte:

1 —cosx
1+ cosx
1 —cosx
1+ cosx

1 sinx 1

1—sinx 1-—sin?x 1+ sinx

Reseni: a)
. 04+x . 0—x . X . —X
1 — cosx B cosO — cosx B —2 sin 7 Sin—%— -2 singsin—-
= = — X —X
1+ cosx cosO + cosx 2COSO;XCOSOZX 2c0s% cos >
—25in£(— sin>) sin?% x
2 2 _S o _ 2%
2c05% cosZ _coszz_ g 2
2 2 2
b)
) . . u+v u—v
sinu + sinv  2Sin——— c0s— . u+v
= — = g
cosu + cosv 2cosu-2H] cosuz v 2
c)
1 sinx 1 _ 1+ sinx — sinx — 1 + sinx _
1—sinx 1-sin®x 1+ sinx 1 — sin?x B
sinx sinx _ sinx 1 tgx

1 —sin?x cos?x cosxcosx cosx

Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C
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Priklady k procviceni:

1) Vyjadrete jako soucin:
T[ —_—

v
a) cos — — cos
12 18

b) sin (g — Z) + sin (g + Z):

2) Reste v R rovnice:
a) sin2x = tgx

b) sinx + sin2x = tgx

3) Zjistéte pro ktera x € R maji vyrazy smysl a pak je zjednoduste:

sin2x sin2x 1-tg’x

c)

cos?x 1 — cos2x cos2x

d) cos2x + sin 2x.tgx =

4) Reste v R rovnice:
a) cos(x+%) —cos(x—%) V3

b)cos(x+%)—cos(x—%)=1

Vysledky:

. 5m . W
1.)a)—251nzsmz b)cosz
2)a) U {k E+k3} b) U {k So+2k E+2k}
) a) kezZ T[,4 2 ) kezZ T[,3T[ 7T,3 T

3)a)x #+ % + km,2tgx  b)x # km, cotgx

1

cos? x

c)x¢2+kz,x¢2+kz,
4 2 2 2
d)x €R—UpeZ {(2k+1)§},1

4)a) Ukez {om + 2km 2+ 2kn}  b) Ugez { 1o + 2k}
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Goniometrické vzorce a trigonometrie

Varianta C

Priklad: Jsou dany funkce f:y = i, g:y = 3x — 2. Zapiste funkci slozenou z funkci f, g(v

tomto potadi) pomoci predpisu y = (gof)(x).

Resent:

Nebudeme provadét zaménu oznaceni proménnych ve vyjadreni funkcei f a g.

1) Dy = R\{0}, Dy = R; do Dy, patii vSechna x € Dy, pro ktera je f(x) € Dy, Cili f(x) € R.
Tuto podminku spliiuje kazdé x € Dy, proto Dy.r = R\{0}.

2) Pro kazdé x € Dy je

(g°f)(x)=g(f(x))=3-f(x)—2:3-§—2=§—2.

Je tedy gof:y =%—2.

Priklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C
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1) Letadlo leti ve vysce 2 500 m k pozorovatelné. V okamziku prvniho méteni bylo vidét pod

Priklady k procviceni:

vyskovym uhlem 28°, pfi druhém méteni pod vySkovym thlem 50°. Urcete vzdalenost,

kterou proletélo mezi obéma métfenimi.

2) Vrchol véze stojici na roviné vidime z urcitého mista A ve vySkovém uhlu a = 39°25" .
Ptijdeme-li k jeho paté¢ o 50 m bliz na misto B, vidime z n¢ho vrchol véze ve vyskovém thlu

B = 58°42’. Jak vysoka je véz?

3) Dv¢ piimé cesty se kiizuji v ihlu @ = 53°30” .Na jedné z nich stoji dva sloupy, jeden na
ktizovatce, druhy ve vzdalenosti 500 m od ni. Jak daleko je tieba jit od kiizovatky po druhé

cesté, aby byly vidét oba sloupy v zorném thlu 8 = a.

4) Na vrcholu hory stoji véz hradu vysokdv = 30 m . K¥izovatku silnic v tdoli vidime
z vrcholu véze a od jeji paty v hloubkovych uhlech @ = 32°52", 8 = 30°10". Jak vysoko je

vrchol hory nad kiizovatkou.

Vysledky:
1.) 2600m
2) 82,1m
3) 595m
4.) 272m




