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Uvod

Vytvoreny vyukovy materidl pokryvd predmét matematika, ktera je wvyulovdna v osnovach
a tematickych planech na gymnaziich nizSiho a vys$$iho stupné. Mohou ho vSak vyuzit vSechny
stfedni a zakladni Skoly, kde je vyu€ovan pfedmét matematika, a které maji dostateéné technické
vybaveni a zazemi.

Cilova skupina:

Podle chapani a schopnosti studentu je stanovena uroven narocnosti vzdélavaciho planu a vyukovych
materialG. Zvlasté vyhodné jsou tyto materialy pro studenty s individualnim studijnim planem, ktefi se
nemohou pravidelné zuc&astriovat vyuky. Tito studenti mohou s pomoci nasich vyukovych materialt
Castecné kompenzovat svou neucast ve vyu€ovaném piredmeétu matematika, formou e-learningového
studia.
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Elementarni funkce

Zakladni vlastnosti funkci zopakovat:

co je funkce, definicni obor - Dy, obor hodnot funkce - Hy, graf funkce, rovnost funkci, funkce

suda a lichd, funkce klesajici a rostouct, funkce prosta, funkce inverzni, funkce slozena,
funkce omezena, funkce periodicka, extrémy funkce. Tyto vlastnosti funkci se nevySetiuji
pouze v celém definicnim oboru, ale vétsinou v néjakém intervalu, ktery je podmnozZinou

definicniho oboru funkce.

1) Polynomickd funkce n-tého stupné
y=apx™ + an_x" 1+ -+ agx + aq
Kde n je celé nezaporné Cislo, a,,, a,,—4, .- a1, @y jsou realné koeficienty, kde a,, # 0.
Defini¢ni obor jsou realna ¢isla.

Priklady jednoduchych polynomickych funkei:

y =aqa, konstantni funkce
Yy =a.X + ag linearni funkce
y =a,x?+ a;x + a kvadraticka funkce

2) Racionalni funkce
_P(x)  apx™ tap X"+t ax +ag
Y =0 @) " byx™ + by x™ L+ -+ byx + by

Defini¢nim oborem funkce je mnozina realnych ¢isel, kromé vSech nulovych bodt polynomu

O (x). (to jsou ¢isla x, pro ktera plati Q,,(x) = 0)

vvvvvv



a) Nepiima imérnost
k

y=;

k>1

b) Linedarni lomend funkce

_ax+b
T ex+d

y

d
¢ # 0,ad # be, Dy =R—{—E},Hf =R-{

k=1

k<1

a

C

)
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3) Mocninnd funkce
y=x"
e neN=>D=R pfirozeny exponent
e n€Z =D =R-{0} celyzaporny exponent

e n€Q=>D;=R" racionalni exponent

—2n —(2n+1)

2n+1

y r
yv=x,p<q,qg=2n

,’/0 )

P

y:x;,p<q,q:2n+l




4) Exponencialni funkce

y=a

a € R* — {1},D; = R, H; = R*

O<axl

a>1

5) Logaritmicka funkce

y = log, x

ae R+ —{1},Df = R+,Hf =R

a>1

O<axl

Diferencialni pocet
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6) Goniometrické funkce

y =sinx, Dy = R, Hy = (—1,1)

y
=+
] ]
0 ;r ! x
2 -7
y =cosx,Dr =R, He = (—1,1)
y
=
| I
0 T 3 X
2 5”
1717

y :tgxin = R_ Ukez{%ﬂ‘l‘kﬂ},Hf == R

NS
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y = cotgx,Df = R — Ugeglkm}, He = R

¥

7) Absolutni hodnota redlného Cisla

y = |«

y

AN

y=|-x+4|

—

8) Signum redlného Cisla
y =sgnx

D; = R, H; = {~1,0,1}

N\ —
\/

)
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9) Cela cast realného Cisla
y = [x] — (inticr)

Cela cast realného cisla x je celé c¢islo n, pro které platin < x <n + 1.

Y O

Umét nacrtnout grafy funkci

y =f(x),y=f(—x)»y= _f(x)'y = |f(x)|1y=f(x_m)+n

V diferencialnim poctu se ¢asto vyuziva vlastnosti - rovnost funkce a sloZend funkce.
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Funkce f,g se rovnaji na mnoZiné M = Dy N Dy, plati-li pro kazdé x € M: f (x) = g(x).
fiy=1x,D(f) =R H(f) =R]

g:y =x%,D(g9) =R H(g) = R§

DM =D(f)ND(g) =R

2)H(f)NH(g) =R§

Funkce maji radu spolecnych viastnosti,

ale nerovnaji se, jak vyplhyva z grafu.

x% -4

fiy= x—2'

D(f) =R—{2}
y=x+2,
D(g) =R

funkce se rovnaji na intervalu

M =R - {2}

% 2
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Funkce h je sloZena 7 funkci f, g pravé kdy? plati: h = g o f
Dy ={x € Dy, f(x) € D,;}
Vx € Dy, h(x) = g(f(x))

f— vnitini funkce, g — vnéjsi funkce.

Operace skladani funkci neni komutativnih = go f # f o g.
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Elementarni funkce
Varianta A

Urcete defini¢ni obor a obor hodnot funkce. Urcete, zda je funkce omezena a rozhodnéte o
monotonnosti funkce.

fiy=—x*+2x+15

—x*+2x+15=0
—1:-(x=5)-(x+3)=0
y=—(x—-1)?%*+16

vV =[1; 16]

D; =R

Hy = (—,16)

xE(—OO,].)
Vxy,x, € Dy
2 2 2 2 a2 .2
X1 <Xy DXT>X° 2 —x1° < —Xp° 2 —x1°+ 2x1 < —x,° + 2x,

= —x12 + le + 15 < _XZZ + 2x2 + 15

x € (1,+x)
Vxy,x, € Dy
X, <Xy D X2 <x2 2 —x2> —x,2 2 —x2 + 2%, > —x,%2 + 2x, >

= —x12 + le + 15 > _XZZ + 2x2 + 15

Vysledek feseni:
Funkce je omezena shora ¢islem 16, neni omezena zdola.

Je rostouci v intervalu (—oo, 1), klesajici v intervalu (1, +0).
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Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C

Piiklady k procviceni:

1) Urcete definicni obor a obor hodnot funkce. Urcete, zda je funkce omezena a rozhodnéte o
monotonnosti funkce.

fiy=Va"—2x-8

[Df = (—00,—2) U (4, +0); Hr = (0, +o0); omezend zdola ¢islem 0, shora omezena neni,

rostouci v(4, +00), klesajici v(—oo, —2)]

2) Urcete definicni obor a obor hodnot funkce. Urcete, zda je funkce omezena a rozhodnéte o
monotonnosti funkce.

2x—4
iy = x+3

[Df = R—{=3}; Hr = R — {2}; v intervalu (—oo, —3) omezena zdola ¢islem 2, v intervalu

(—3, +) omezena shora ¢islem 2, rostouci v(—oo, —3) a(—3, + )]

3) Urcete defini¢ni obor a obor hodnot funkce. Urcete, zda je funkce omezena a rozhodnéte o
monotdénnosti funkce.

fry=2logs(x—2)+2

[Df = (2,+); Hf = R; neni omezend, rostouci v(2, +00)]

4) Urcete defini¢ni obor a obor hodnot funkce. Urcete, zda je funkce omezena a rozhodnéte o
monotonnosti funkce.
fry=5*"*—-1

[Df =R; Hf = (—1, +0); je omezena zdola ¢islem -1, shora omezena neni, rostouci na Dr]
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Elementarni funkce
Varianta B

Urcete defini¢ni obor a obor hodnot funkci f, g a najdéte funkce slozené h = f o g a
k = g o h a urCete jejich definicni obory a obory hodnot.

fry=x-2

g:y = cos3x

Vysledek feseni:
h=fog=cos3x—2
k=goh=cos3(x—2)

Dr =R; Hr =R

D, =R; H; =(-3;3)
D, =R; Hf =(-5;1)
Dy = R; Hy, = (=3;3)

Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C

Priklady k procviceni:

1) Urcete defini¢ni obor a obor hodnot funkci £, g a najdéte funkce slozené h = foga

k = g o h a urcete jejich defini¢ni obory a obory hodnot.

fry=x-5

g y=Inx+1)

[h=In(x+1)—5ky=In(x—4); Df =R; Hf =R; Dg = (=1; +); Hy = R; Dy, =
(=1; 4); Hy, = R; Dy = (4; +0); H, = R]
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2) Urcete defini¢ni obor a obor hodnot funkci f, g a najdéte funkce slozené h = f o g a
k = g o h aurcete jejich defini¢ni obory a obory hodnot.

fy=Vx+5

g:y =log(x—2)

[h = \/log(x -2)+5ky= log(\/X-I-_S - 2); D¢ = (—5; +0); H¢ = (0; +0); D, =
(2; +0); Hg = R; Dy, = (2; +); Hy = (0; +0); Dy = (—1; +0); Hy, = R]

3) Urcete definicni obor a obor hodnot funkci £, g a najdéte funkce slozené h = foga

k = g o h a urcete jejich defini¢ni obory a obory hodnot.

fy=lxl

gy=2*%-4

[h=12%"% — 4]kry = 272 — 4; Dy = R; Hy = (0; +0); Dg = R; Hg = (—4; +0); Dy =
R; Hp = (0; +0); Dk = R; Hy = (=3,5; +0)]

4) Urcete defini¢ni obor a obor hodnot funkci f, g a najdéte funkce slozené h = f o g a

k = g o h a urcete jejich defini¢ni obory a obory hodnot.
fry=Ix+2
g:y =logi(x +1)
7
[h = [logi(x+ 1) + 2| k:y = loga(|x + 2| + 1); D¢ = R; Hf = (0; +0); Dy =
4 4

(=1; +0); Hg = R; Dy = (=1; +o0); Hp = R; Dy = R; Hp = (—0;0)]
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Elementarni funkce
Varianta C

Vysetiete rovnost funkci:
x—2
|x — 2

x—2

TV a-22

Y oa

fiy=

v

Vysledek feseni:

Dy = R — {2}

D, =R —{2}

Dy = Dy

Vx € Dy; f(x) = g(x)

Funkce f'a g se rovnaji.

Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C




1) VySettete rovnost funkci:

3 +3x2—4x—-12
fiy=

x+3
g y=x%*—4

2) VySettete rovnost funkci:

Vx + 2
fy=

x—2

o x+2

g'y_ x_z

3) Vysetiete rovnost funkci:

x3+5x2+x+5
x2+1

gy=x+5

fy=

4) Vysetiete rovnost funkci:

o |x — 9]
ﬁy—u_“
_ x—9
g.y=|x_1

Diferencialni pocet

[funkce f # g; M =D N Dy = R—{-3},pak f = g ]

[funkce f # g; Dy = (2,0); Dy = (— 00, —2) U (2, )]

[funkce f = g; D = R; D; = R]

[funkce f = g; D = R—{1}; D, = R — {1}]
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Diferencialni pocet

Spojitost funkce

Spojity — predstava néceho plynulého, neprerusovaného. Funkce je spojita, jestlize jeji graf
miizeme nakreslit jednim tahem.

Ale jak urcit spojitost funkci, které nemizeme nacrtnout?

Zkoumani spojitosti funkci, to je sledovani zmén funkce v konkrétnim bodé¢, piipadné v okoli
tohoto bodu.

Jak se méni funkéni hodnoty funkce £ (x) blizko hodnoty f (a), kdyZ se bude ménit x velmi
malo od bodu a? Pfi¢emz funkéni hodnota funkce v bodé @ mize, ale i nemusi existovat.
Naptiklad na obrazcich jsou grafy jednoduchych funkci, tyto funkce nabyvaji odliSnych

vlastnosti v bodé 2:

yA yA
| >
0 b X
] :
0 2 X
YA i VA :
| . i
Q] 12 X - |
E 0 ! 2 'x
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VA VA

0 2 X 0 2 X

BZ VA

1 1

1 ? —+ (o

| | - i | -

0 ?2 X 0 ! 2 X

Okoli bodu

Okolim bodu a nazyvame otevieny interval (a — 8,a + 6), kde & delta je kladné redlné cislo

(6 > 0). Cislo a nazyvame sti‘ed okoli a ¢islo 5 delta polomér okoli.

—0 l O
a—=~6 a a+o
Delta okoli bodu a - U(a,8) = (a — §,a + &) nebo U(a) = (a — 6,a + ), jsou vSechna
redlnda Cisla x, kterd vyhovuji nerovnostem U(a) = (a— 5§ <x <a+ )

Ix —a|<de=0<|x—a|<$§
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Levym okolim bodu a nazyvame polozavieny interval (a — 6, a), kde delta je kladné realné

¢islo. a—0<x<a

—O ®
a—=~0 a

Pravym okolim bodu a nazyvame polozavieny interval (a, a + &), kde delta je kladné realné

¢islo. a<x<a+d

& O
a a+o

Prstencové okoli bodu a (redukované okoli)

Mnozina (a — §,a) U (a,a + &), dostaneme vyjmutim bodu a z okoli bodu a.
U(a,d) — {a}

0 < |x —al| < 6. (z levého okoli i pravého okoli vyjmeme bod a).

—0 O O
a—=~6 a a+6

Piiriistek argumentu a piiriustek funkce

fry=f()

proménnd x se nazyvd argument funkce

v je funkci argumentu Xx.

Necht’ funkce fje definovana v néjakém okoli U(a) bodu a, nechtx € U(a).
Rozdil (x — a) nazyvame p¥iriistek argumentu v bodé a, oznaCujeme Ax = x — a.
x>a=>Mx=x—a>0

x<a=>Ax=x—-—-a<0

Necht’ funkce fje definovana v néjakém okoli U(a) bodu a, nechtx € U(a).
Rozdil f(x) — f(a) nazyvame piiristek funkce v bodé a odpovidajici pfiristku Ax = x — a
argumentu a oznacujeme Ay = f(x) — f(a).

Ay = f(a + Ax) — f(a)



W@
feo) -
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Spojitost funkce
Varianta A

Nacrtnéte graf funkce a rozhodnéte, zda je funkce spojitd, nebo nespojita.

x% —25
iy = x+5
x+5#0
x # =5
Ds = R — {5}

v

Vysledek feseni:
Df = R—{-5}; Hr = R—{-10}

Funkce neni spojita.
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Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C

Piiklady k procviceni:
1) Nacrtnéte graf funkce a rozhodnéte, zda je funkce spojita, nebo nespojita.

_xz—x—12
f'y_ x_4

A
y

A .
/‘-3 0 x

2) Nacrtnéte graf funkce a rozhodnéte, zda je funkce spojitd, nebo nespojita.

[Df = R — {4}; Hr = R — {7}; Funkce neni spojit4]

fy=

x—2

A
14

——————— ===
=Y

[Df = R — {2}; Hr = R — {0}; Funkce neni spojita]
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3) Nacrtnéte graf funkce a rozhodnéte, zda je funkce spojitd, nebo nespojita.

fry=|x+4|—-2|x—-2|

:-4 0 2 8\
|
|
|
|
|
|
|

- 12

[Df = R; Hf = (6, +00); Funkce je spojita]

4) Nacrtnéte graf funkce a rozhodnéte, zda je funkce spojitd, nebo nespojita.
fiy=—x*+2x+8

v A

9T

/ P CE 4\x
[Df = R;H; = R; Funkce je spojitd]
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Spojitost funkce
Varianta B

Pomoci definice okoli bodu, vyfeste v R rovnici:
|x — 5| < 4
Hledame takova x, pro ktera bude platit, ze vzdalenost od bodu 5 na ¢iselné ose musi byt

mensi nez 4.

Vysledek feseni:

x€(1,9)>a=546=4

Resenim je kazdy bod intervalu (1,9). Interval (1,9) povazujeme za okoli bodu 5
s polomérem § = 4, jeho stiedem je ¢islo 5.

U(a,8) = UG5, 4)

Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C

Piiklady k procviceni:
1) Pomoci definice okoli bodu, vyfeste v R rovnici:

lx — 2| <3 [x € (=1,5) = U(a,8) = U(2,3)]

2) Pomoci definice okoli bodu, vyieste v R rovnici:

lx+ 8| <2 [x € (=10,—6) = U(a, 6) = U(—8,2)]

3) Pomoci definice okoli bodu, vyteste v R rovnici:

0<|x—1]<3 [x € (=2,1) U (1,4) = U(ad) — {a} = U(=2,1) U (1,4)]

4) Pomoci definice okoli bodu, vyfeste v R rovnici:

0<|x—-7|<1 [x € (6,7)U(7,8) = U(a,d) —{a} =U(6,7) U (7,8)]
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Spojitost funkce
Varianta C

Vyjadrete piiriistek funkce y = (x + 1)% — 2, a urcete jeho hodnotu pro a = 2, je-li
Ax =0,1.

Vysledek feseni:

y=(x+1)?-2
Ay=f(x)—f(a)=x+1)?2-2—-[(a+1)?*-2]=x*+2x+1—-a*—-2a—1+2
Ay=f(x)— f(a) =x*+2x —a?—2a=x*—-a%+2(x — a)

Ax=x—a=>x=a+ Ax

Ay = f(a+Ax) — f(a) = (a+ Ax)?> —a? + 2(a + Ax — a)
Ay = a? + 2abx + Ax? — a? + 2Ax = Ax? + 2alAx + 2Ax
Ay = Ax? + 2aAx + 2Ax = 0,1+ 2-2-0,1+2-0,1 = 0,61

Hodnota pftirtistku funkce pro proa = 2,a Ax = 0,1 je Ay = 0,61.

Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C

Piiklady k procviceni:
1) Vyjadtete ptirtistek funkce y = x% + 5x — 2, a urcete jeho hodnotu pro a = 1, je-li
Ax = 0,12. [Ay = x? —a? + 5(x — a); Ay = 0,8544]

2) Vyjadfete pfirtstek funkce y = x* — 2x — 4, a uréete jeho hodnotu pro a = 2, je-li
Ax =0,01. [Ay = x? —a? + 2(x — a); Ay = 0,0201]
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3) Vyjadiete prirastek funkce a urcete jeho hodnotu pro a = 1, je-li Ax = 0, 2.

o x—4
f' y - x — 2
_ 2(x-a) | _1
[Ay = 2@z’ VT 2]
4) Vyjadrete ptirtstek funkce a urcete jeho hodnotu pro a = 1, je-li Ax = 0, 2.
_x—4
f' y - x — 2
_ 2(x-a) . _ l
[Ay = (x-2)-(a-2)’ Ay =3



Diferencialni pocet
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Spojitost funkce v bodé

Funkce f'je spojita v bodé€ a, jestlize k libovolné zvolenému okoli bodu f{a) existuje takové
okoli bodu a, Ze pro vSechna x z tohoto okoli bodu a patii hodnoty f{x) do zvoleného okoli
bodu f(a).

Ve > 036 >0,vx €U(a,9),f(x) eU(f(a),e) @ |x—al<d=>|f(x)—f(a)| <e

Uloha 1:

Exponenciadlni funkce y = 3%, ktera je definovana v okoli bodu a = 2.

Sledujeme hodnoty x okolo bodu 2, a funkcni hodnoty okolo bodu 9.

Kdyz se bod x blizi k bodu 2, blizi se hodnoty funkce f (x) k hodnoté 9. Tzn., zZe funkce f je
spojitd v bode 2. At zvolime jakkoliv malé € okoli bodu 9 na ose y, vzdy se podari najit takové

& okoli bodu 2 na ose x, tak x € U(2,6), f(x) € U(9, €).
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JestliZe je funkce spojita v bodé a, musi byt definovdana nejen v bodé a, ale i v jistéem okoli
bodu a.

e Funkce f:y = ¢,c € R je spojita v kazdém bodé¢.

e Funkce f:y = x je spojitd v kazdém bod¢.

e Funkce f:y = sinx je spojitd v kazdém bodé.

e Funkce f:y = a*, g:y = log, x jsou spojité¢ v kazdém bod¢ svého defini¢niho oboru.

e Funkce f:y = V/x je pro n liché spojita v R a pro n sudé je spojita v intervalu (0, o).
Jsou-li funkce f, g spojité v bodé a, pak je také spojitou funkci v bodé a jejich soucet f + g,
rozdil /- g, soucin f. g a podil f/ g.
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Funkce f'je v bod¢ a spojita zprava, jestlize ke kazdému € > 0 existuje takové § > 0, ze

Spojitost funkce v intervalu

nerovnost |f(x) — f(a)| < € je splnéna pro vSechna x z intervalu (a, a + 6).
Funkce f'je v bod¢ a spojita zleva, jestlize ke kazdému & > 0 existuje § > 0 tak, Ze nerovnost

|f (x) — f(a)| < € je splnéna pro vSechna x z intervalu (a — &, a).

Priiklad: Tyto funkce nejsou spojité v bode -4, 4, ale jsou jednostranné spojité.

f g
/ fiy=+x+4 g:y=+v4-x \

o Funkce fje spojita v bodé a, pravé kdy? je v tomto bodé spojita zprava i zleva.

e Funkce je spojita v otevieném intervalu (a, b), je-li spojita v kazdém bodé tohoto
intervalu.

e Funkce je spojitd v uzavieném intervalu (a, b), je-1i spojitd v (a, b), a v bodé a je

spojita zprava a v bod¢ b je spojita zleva.

Funkcef:y =a*a f:y =log, x jsou spojité v kazdéem bodé svého definicniho oboru.

Funkce f:y = Yx,n € N je pro n liché spojitd v R a pro n sudé je spojita v intervalu(0, ).
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Véta Weierstrassova.

Je-li funkce spojita v uzavieném intervalu {a, b), existuje alespon jeden takovy bod
X1 €{a,b), ze Vx € (a, b) plati f(x) < f(x,), a alesponi jeden takovy bod x, € (a, b), ze
Vx € (a,b)plati f(x) = f(xy).

Funkce spojitad v uzavieném intervalu nabyva v tomto intervalu alespon v jednom bodé
maxima a alesponi v jednom bod¢ minima.

Funkce je omezend v tomto intervalu.
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Je-li funkce f'spojitd v {(a, b) a f(a) # f(b), potom ke kazdému ¢islu K, které lezi mezi ¢isly
f(a) a f(b), existuje alespon jeden takovy bod ¢ € (a, b), ze f(c) = K.

Véeta Bolzanova — Weierstrassova.

ftb) _

(Darbouxova viastnost)
Je-li funkce f'spojitd v {a, b) a maji-li ¢isla f(a) a f(b), rizna znaménka, tj. f(a) - f(b) < 0

potom existuje alespon jeden takovy bod ¢ € (a, b), v némz plati f(c) = 0.

y

o)

N
L\

V okoli bodu c tedy méni hodnoty funkce f znaménko + na — nebo znaménko — na +.

f:

Nejdrive urcime body c, pro které je f(x) = 0 pak zkoumdame znaménka hodnot dané funkce.
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Spojitost funkce v intervalu
Varianta A

Ukaz, ze rovnice x3 — 3x%2 — x + 3 = 0 m4 koten v intervalu (0, 2).

Vysledek feseni:
Vyuzivame Darbouxovy vlastnosti:

I) Funkce je spojita v intervalu (0,2).

IT) Pro funkeci plati:
f(0)=03-3-02-0+3=3
f(2)=23-3-22-2+3=-3
fO)-f(2)<0

111)
Jsou splnény vsechny piedpoklady, proto existuje ¢ € (0,2), takové, ze f(c) = 0. (c je kofen

rovnice)

Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C

Priklady k procviceni:

1) Ukaz, Ze rovnice x> + 2x2 — 13x + 10 = 0 m4 koien v intervalu (—6, —4).
2) Ukaz, 7e rovnice x3 — 4x2 4+ 5x — 2 = 0 ma koten v intervalu (1, 3).

3) Ukaz, ze rovnice ﬁ + 1 = 0 ma kofen v intervalu (0, 2).

4) Ukaz, ze rovnice 2 — x%l = 0 ma kofen v intervalu (1, 2).
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Spojitost funkce v intervalu
Varianta B

V R feste nerovnici x3 — 2x2 —5x + 6 > 0.

Vysledek feseni:
x3—2x>—-5x+6=>0
x=3)-x—-1-(x+2)=0

C1=3;C2=1;C3=—2

(—o0,—2) = f(—10) = =144 < 0
(=2,1) = f(0)=6>0

(1,3)=> f(2) =—-4<0

(3,+) = f(5) =56 >0

K =(-2,1)U (3, +x)

SS)

)

Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C

Priklady k procviceni:
1) V R feste nerovnici x3 + 2x2 — 5x — 6 < 0.

[K = (=0,=3) U (-1,2)]

2) V R feste nerovnici x> + 4x2 — 4x — 16 > 0.
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3) V R feste nerovnici

x% —3x
x+4

>0

[K = (—4,0) U (3,+)]

4) V R teste nerovnici
2x — x?
=
x—4

[K =(0,4) U (8,+00)]]



Spojitost funkce v intervalu
Varianta C

V R feste nerovnici

x3 4 4x
x3 — 4x

>0

Diferencialni pocet

Vysledek feseni:

x3 + 4x

x3 —4x
x-(x2+4)

x-(x—2)-(x+2)

>0

>0

{Ix-(x>+4) >0JA[x- (x—2)- (x +2) > 0]}

Nebo

{[x - x2+4)<O0]A[x-(x—=2)-(x+2)<0]}

x1=0;x2=2;x3=_2

K = (—00,—2) U (2, +)

Reseni mizeme efektivné nalézt pomoci tabulky, kde vyjadiime znaménko funkce v daném

intervalu.
(2,2  (-20) ©02) | @ +)
X - - + +
(x* + 4) A + + +
X - - + +
(x-2) - - - +
(x+2) - + + +
Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C
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Priklady k procviceni:
1) V R feste nerovnici

x3—-3x2-2x+6
3 >0
x3 —x

[K = (=0, —v2) U (—Vv2,0) U (0,v2) U (3, +0)]

2) V R feste nerovnici

x3—2x*-3x+6
g <0
x3 —x

[K = (—v3,0) U (0,v3,) U (¥3,2)]

3) V R feste nerovnici

X 2%%Y2 > 2x [K = (—00,—1) U (0, +00)]

4) V R teste nerovnici

V3 < x [K =(0,1)]
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Diferencialni pocet

Limita funkce v bodé

Funkce f ma v bodé a limitu L, jestliZe k libovolné zvolenému okoli bodu L existuje okoli
bodu a tak, Ze pro v§echna x + a z tohoto okoli nalezi hodnoty f (x) zvolenému okoli
bodu L.
Ve > 036 > 0,Vxplati: 0 < |x —a| < 6,|f(x) —L| <e
limy,q f(x) = L

- Nezalezi na tom, zda f (a) je ¢i neni definovano.

- Funkce fma v bodé a nejvyse jednu limitu.

Priklad:

Nakreslete graf funkcef:y = 3;—3, Dy = R — {0}.

3 3
y Fe03)= % =0 g4
X -0,
 (-0,2)
~02)="—=~""2-0,04
f(-02) x =02
X (=0,1)
—0,1)="=2+—>2=0,01
si-o1) A
 (03)
0,3)=—=~22=0,09
7(03) x 03 7
3 3
0 . £(0,2)= X (0,2) = 0,04
X 0,2
 (01)
0,1)===2=0,01
701 x 0l 7

Kdyz za x budeme dosazovat hodnoty blizké bodu a = 0, pak odpovidajici hodnoty f (x) budou
blizké hodnoté L = 1.

Zda se, ze se muzeme k hodnoté L = 1 pribliZit libovolné blizko. Ovsem za x nemiiZeme
dosadit a = 0.

Je to obdobné jako u spojitosti funkce, ale rozdil je v tom, Ze f (a) pro a = 0 nemusi byt
definovana. Nezalezi na tom, zda f (a) je ¢i nent definovana.

Pro cisla x velmi blizka k bodu a = 0 jsou funkcni hodnoty f (x) velmi blizko k ¢islu L = 1.
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Hlavni rozdil mezi limitou a spojitosti funkce je v okoli bodu a. U spojitosti pozadujeme, aby
funkce byla v bode a definovana, u definice limity nezavisi na tom, zda je funkce v bode a
definovana, ¢i nikoliv. U limity hodnota f (a) nerozhoduje o urceni.

Pracujeme s okolim bodu a, ze kterého je bod a vyjmut 0 < |x — a| < 8.

Funkce f'je spojita v bodé a pravé tehdy, kdyz lim,_,, f(x) = f(a).

Véta o limité dvou funkci:

Jestlize Vx € U(a, §) — {a}, x # a plati, Ze f(x) = g(x) a soucasné lim,_,, g(x) =L,

potom ma v bod¢ a limitu i funkce f'a plati lim,_,, f(x) = lim,_, g(x) =L.

2— . —
lim, o 2= = lim, e X2 = Jim,_o(3x — 1) =3-0- 1= -1
. 3x2+4x+3 . (x+1)-(x+3) .. (x+3) _  (-1+43) 2
lim,—q x3+1 limy_,_ (x+1)-(x2—x+1) limy,—y (x2-x+1)  ((-1)2+1+1) 3

Pocitame-li lim,._,, %, kde P(x), OQ(x) jsou polynomické funkce a plati P(a) = 0, Q(a) = 0,

potom maji polynomy spolecného delitele (x — a).

lim,_,, % = lim

Pokud by opét platilo, ze R(a) = 0, S(a) = 0, pak

(x—a)-R(x) _
X204 (x-a)-S(x)

R&x)
X—a S(x)

lim

RG) _
X—>a S(x) -

(x—a)-T(x) _
X204 (x—a)U(x)

1)
xX—>a U(x)

lim lim lim

Pokud by opét platilo, ze R(a) # 0, S(a) = 0, pak rFesime (dozvime se pozdéji).

Véta o tirech limitach

JestliZe pro vSechna x + a z jistého okoli bodu a plati f (x) < g(x) < h(x) a souc¢asné
lim,_, f(x) = lim,_, h(x) = L, potom existuje také limita funkce g v bodé a, plati

lim,_,,g(x) =1L.
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Limita
sinx

lim,_, — = 1

. sink x
lim,,,——=1
x—0 kx

V blizkosti bodu 0 grafy obou funkci

y
y-x témer sphyvaji. Miizeme tedy tvrdit, ze
y = sinx pro velmi malé hodnoty x Ize psat
N
\ sinx =x.
, sinx
0 B llmx_)o T =1

Véty o souctu, rozdilu, soucinu a podilu limit.

JestliZe lim f(x)= 4, lim g(x)= B potom plati:

limyq[f(x) + g(0)] = limyq f(x) +1limy g(x) = A+ B
limyq[f(x) = g(0)] = limy,q f(x) = limy g(x) = A— B
limy o [f(x) - g(O] = limy,q f£(x) - limyo g(x) = A- B
fOO] _ limeaa fG) _ 4

=, limg(x) #0

gl T limyag(x) B’ x5a

lim,_,,

limy,_, ¢ f(x) = c-limyq f(x)



Limita funkce v bodé
Varianta A

Vypoctéte limitu funkce ve vlastnim bodé¢:

Diferencialni pocet

Vysledek feseni:
Racionalni funkce
3x+2

f:y=x2+2

Je spojita v R, proto pro kazdé a € R je limx_,ai

3x+2 3-24+2 8 4

li = = —=
X242 2242 6 3

:z rovna funk¢ni hodnoté f(a).

Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C

Piiklad k procviceni:

1) Vypoctéte limitu funkce ve vlastnim bodé:

i x*+5
f'xl—{gxz—3

y x*-3x+1 1
9\ x—4

2) Vypoctéte limitu funkce ve vlastnim bodé:

i x+2
f'xi@1x2—5x+4

i x2—-1 5
93 x2—3x+2

Mﬂgﬁ

1
[ 75 & 21



3) Vypoctéte limitu funkce ve vlastnim bodé¢:

4x3 -1
%6x2—5x+4
y Va2 —5+2
lim ———
98 =1

4) Vypoctéte limitu funkce ve vlastnim bode¢:

f:xli@z x?—x
" VxZ2 +5+2
lim———

9550 vx+3

Diferencialni pocet

=t e 2]



Limita funkce v bodé
Varianta B

Vypoctéte limitu funkce ve vlastnim bodé¢:

Diferencialni pocet

L x> —x

f: xl_l)lll 1

Vysledek feseni:

Racionalni funkce
o x3 —x

f' y - x — 1

Neni spojitd v R, defini¢ni obor funkce je Dy = R — {1}. Funkce neni v bod¢ 1 definovana,

neni spojita v tomto bodé.
Vyuzijeme véty o dvou limitach:
Provedeme upravu funkce

x3—x x-(x—-1)-(x+1)

. = = = 2
fiy o o x“+x
g:y=x*>+x
D =R—-{1} D, =R

M =D;ND, =R~ {1}
Vx € M; f(x) = g(x)

Funkce g(x) je spojita v R, proto lim,_,, g(x) = g(a).

lim(x2+x)=1+1=2
x-1

Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C



Priklad k procviceni:

1) Vypoctéte limitu funkce ve vlastnim bodé:

. x*—-2x+1
f.xl_l)rll P
. x3—2x*+x—2
:lim
g x-2x3 —2x%2 —x+2

2) Vypoctéte limitu funkce ve vlastnim bodé:

i 8x3 -1
I ln116x2—5x+1

x—>7

3) Vypoctéte limitu funkce ve vlastnim bodé¢:

sin 2x

f:!cl—l}(} 3x

.o Vx+4-2
g:lim—

x—-0 2x

4) Vypoctete limitu funkce ve vlastnim bodé¢:

Diferencialni pocet

[0, ¢:3]
6
2 1
I35 & 7]

[ 2 g 4]



Limita funkce v bodé
Varianta C

Vypoctéte limitu funkce ve vlastnim bodé¢:

f:lim

x-1

X 2x+1
1t
x+1 X

Diferencialni pocet

Vysledek feseni:
Racionalni funkce

X 2x+1
+
x+1 X

fiy=

Neni spojitd v R, defini¢ni obor funkce je Dy = R — {0; —1}. Funkce je v bod¢ 1 definovana,

je v tomto bodé¢ spojita.

Vyuzijeme véty o souctu limit:

lim( x +2x+1>=lim x +1im2x+1= 1 +2-1+1=1+3=z
x-1\x + 1 x=1x+1 x-1 x 1+1 1 2 2
Piiklad:
Varianta A
Varianta B
Varianta C
Piiklad k procviceni:
1) Vypoctéte limitu funkce ve vlastnim bodé:
f:lim<xz +5x—6_x—2>
x-1 x—1 X
x—2
AL o ey SACRE
[f: =3, g: 2]

2) Vypoctete limitu funkce ve vlastnim bodé¢:

x2 -9 3
f:lim( - >

. x+27 1
'xerB x+3 6—x

[f: 2 9]



3) Vypoctéte limitu funkce ve vlastnim bodé¢:

cosx — sinx

i
f xl_>nEl cos2x
z
I sin 4x
dlim—
Y =0\x+1-1

4) Vypoctéte limitu funkce ve vlastnim bodé¢:

1— cos2 x + tg?x

f:lim -
x-0 X-Ssinx
. tgx—sinx
lim——————

" x>0 sin3 x

Diferencialni pocet

[ V2, g: 8]

[f: 3, g %]



Diferencialni pocet

Diferencialni pocet

Jednostranné limity funkce v bodé

Jako je funkce spojitd zprava a zleva, miiZe existovat limita zprava a zleva.

Priklad:
y y
1 0 f 1 0 g
0 X ?0 X
X
fry=3 g:y = |sgnx|
lim, o f(x) =1 lim, o 9(x) =1
y y
h k
1 o——
0 x °
-1 0 X
h:yz% k:y =sgnx
lim,_,y h(x) = neexistuje lim,_, k(x) = neexistuje

Pro funkce 4(x), k(x) limita v bod¢ 0 neexistuje, ale tyto funkce maji jednostranné limity.



Diferencialni pocet

Funkce f ma v bodé a limitu L zleva, jestlize ke kazdému ¢ - okoli bodu L existuje levé &
okoli bodu a tak, ze pro vSechna x # a z levého okoli bodu a patii funkei hodnoty f(x) do
€ - okoli bodu L.

Ve> 0,36 >0,|f(x) —L| <& Vx €(a—6,a)

limy o~ f(x) =L

Funkce f ma v bodé€ a limitu L zprava, jestlize ke kazdému ¢ - okoli bodu L existuje pravé &
okoli bodu a tak, Ze pro vSechna x # a z pravého okoli bodu a patii funkci hodnoty f(x) do ¢
- okoli bodu L.

Ve> 0,36 >0,|f(x) — L| <& Vx € (a,a+6)

lim,_,+ f(x) =L

Limita funkce f'v bodé a existuje, pravé kdyz existuji v bodé€ a limity zprava a zleva a
jsou si rovny. Potom se limita funkce f'v bodé a rovna spole¢né hodnoté limit zprava a

zleva.

lim,,, f(x) =L ©lim,_ + f(x) =lim,_,- f(x) =L

Priklady:
y Y
A
g
| 1 —1
0 X 0o X
fry =1++x,D; =(0,) g:y=1++—x,D, = (—o0,0)

lim,_o+(1+Vx) =1 lim,o-(1+vV=x) =1



Diferencialni pocet

h:y =1+4/|x][,D, =R
lim,, o+ (1 + le) = lim,_,o- (1 + le) =1

lim,_, (1 + le) =1




Diferencialni pocet

Jednostranné limity funkce v bodé
Varianta A

Vypoctéte limitu funkce:

f:lim(2 +x)

Vysledek feseni:
Funkce f(x) = 2 +x
neni spojita v R, defini¢ni obor funkce je Dy = (0, +0). Limitu této funkce miizeme urcit

pouze jednostranné (zprava).

Jim (2 +x) =2

Priklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C

Piiklad k procviceni:
1) Vypoctéte limitu funkce:
f: 561_1)1(}(1 +V2x)
g:lim(1+Vx—1)

x—1

I 1, g 1]



2) Vypoctéte limitu funkce:

f:1im(3 + Vx)
g: xlirpl(z +Vx+1)

3) Vypoctéte limitu funkce:

riim (5 +%)
g: xlirpl (1 —(x+ 1)5)

4) Vypoctete limitu funkce:

f:lim (; - JF)

x-0

g: kl_r)lll (2 +/(x— 1)3)

Diferencialni pocet

[ 3, g 2]
[f: 5 & 1]

[f: 5 & 2]



Diferencialni pocet

Jednostranné limity funkce v bodé
Varianta B

Vypoctéte limitu funkce:

f:lim(3 + v-x)

Vysledek feseni:
Funkce f(x) =3 +vV—x
neni spojita v R, defini¢ni obor funkce je Df = (—oo, 0). Limitu této funkce miizeme urcit

pouze jednostranné (zleva).

y

lim (3++vV—x)=3
x—0

Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C

Piiklad k procviceni:
1) Vypoctéte limitu funkce:
f:lim(2 + V-3x)
x—0
g:1im(1 — V2 — 2x)
x—1

[f: 2, g: 1]



2) Vypoctéte limitu funkce:
.o/1

f: !vl_l)l(} (Z + \/—x)

g: lim (1 ++vV-x-3)
x——3

3) Vypoctéte limitu funkce:

f:lim <% + —x3)

x—0

g: kl_r)lll (1 ——(x- 1)5)

4) Vypoctete limitu funkce:

poim (= -3)

2
g:lim (1 +=2(x - 1)3)

Diferencialni pocet

[f 7 & 1]
[f 5 g 1]

5
S g 1]



Jednostranné limity funkce v bodé
Varianta C

Vypoctéte limitu funkce:

flim (2 + I

Diferencialni pocet

Vysledek feseni:

Funkce f(x) =2 + \/m

je spojita v R, defini¢ni obor funkce je Df = R.

y

tim (2+1T) = lim, (2 + o) =2
lim (2+ 1) = 2

Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C

Piiklad k procviceni:

1) Vypoctéte limitu funkce:

f:lim (Viz=2x - 2)

2) Vypoctéte limitu funkce:

. 3
f:xllrpl (E+ |1+ x|>

[f: =2,]

]

=
N w




Diferencialni pocet n

[f: —4.]

3) Vypoctéte limitu funkce:

f1im (Vi = 1% - 4)

4) Vypoctéte limitu funkce:
i _ _3)3
f:lim (2 = /1Ge = 3)7)
[f: 2]



Diferencialni pocet S|

Diferencialni pocet

Nevlastni limity funkce v bodé

V ptipadé, Ze funkce ma limitu rovnu redlnému cislu, fikdme této limité limita vlastni.
Jestlize, jsou funkéni hodnoty v absolutni hodnoté velké, fikame, ze funkce ma v bod¢ a

nevlastni limitu.

Funkce f ma v bodé a nevlastni limitu +oo, jestlize ke kazdému cislu K existuje takové
& > 0, ze pro vSechna x # a, z okoli (a — §,a + &) bodu a je f(x) > K.

lim,_,, f(x) = +o0

VKERIG>00<|x—al <6 f(x)>K

1
® fy:;,Df:R—{O},Hf:R-F

Funkcni hodnoty funkce rostou nade
v§echny meze, at’ se blizime k nule zprava,
nebo zleva.

Zvolim-li libovolné cislo K, vidy najdeme

takové 6 > 0, Ze pro vSechna

1
x € (—6,6) — {0} bude; > K. Vtomto

pripadé ma funkce limitu v nekonecnu.



Diferencialni pocet

Funkce f ma v bodé a nevlastni limitu —oo, jestlize ke kazdému cislu K existuje takové
& > 0, ze pro vSechna x # a, z okoli (a — §,a + &) bodu a je f(x) < K.
limy 4 f(x) = —

VKERIF>00<|x—a|l<d,f(x) <K

e fiy=lIn|x|,Df =R-{0},H; =R

Y

\ / Cim blize bude x k nule, tim bude vétsi funkcni
0 hodnota, ale zapornd. lim,_  In|x| = —oo

Funkce f ma v bodé a nevlastni limitu + zleva, jestlize ke kazdému ¢islu K existuje takové
& > 0, ze pro vSechna x € (a — 6, a) je f(x) > K.

limy,q- f(x) = 400

VKERI§>0,x€(a—48,a),f(x) >K

« fiy=—-.Df =R—{0}H; = R—{0}




Diferencialni pocet

Funkce f ma v bodé a nevlastni limitu —o zleva, jestlize ke kazdému ¢islu K existuje takové
& > 0, ze pro vSechna x € (a — §,a) je f(x) < K.
lim,_ .- f(x) = —o0

VKERI§>0,x€ (a—4b,a),f(x) <K

o fiy=cotgx,Df=R—{k-n},Hr =R

lim cotg x = —o0
X-OT™

Funkce f ma v bodé a nevlastni limitu +oo zprava, jestlize ke kazdému ¢islu K existuje
takové § > 0, Ze pro v8echna x € (a,a + 6,) je f(x) > K.
lim,_ + f(x) = +o0

VKERI§>0,x€ (a,a+4,),f(x) >K
e fiy=logix,Df =(0,0),H =R
2

y

lim (logl x) = +o0
2

x—07t



Diferencialni pocet

Funkce f ma v bodé a nevlastni limitu —oo zprava, jestlize ke kazdému ¢islu K existuje
takové § > 0, Ze pro v8echna x € (a,a + §) je f(x) < K.
lim,_ + f(x) = —o0

VKER,I§ >0,x € (a,a+6),f(x) <K

o fiy=logyx,Df = (0,00),Hf =R

xliglr(logzt x) = —



Diferencialni pocet

Nevlastni limity funkce v bodé
Varianta A

Vypoctéte limitu funkce:

.l' 3
f:lim-—

Vysledek feseni:
Funkce
3
flx) = 2
neni spojita v R, defini¢ni obor funkce je Dy = R — {0}. NezaleZi, zda se k bodu 0
ptiblizujeme zleva, ¢i zprava v obou pfipadech rostou funkéni hodnoty nade vSechny meze.

Y

Zvolime si K = 1000, pak sta¢i zvolit § = 0,01. Bude platit, ze Vx € (—0,01;0) U (0;0,01)
.3
jez> 1000

3
11m—2 = +0o0
x-0X

Priklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C



Priklad k procviceni:

1) Vypoctéte limitu funkce:

3) Vypoctéte limitu funkce:

f: !ci—l»rzl—(x— 2y

g:limlog1|x — 2|
x-2 7

4) Vypoctete limitu funkce:

f: xlilps (x+3)?

g:lim(—log,|x — 1])
x-1

Diferencialni pocet H

[f: +00,g: 400 ]
[f: +00,g: 400 ]

[f: 4+00,g: 400 ]

[f: 4+00,g: 400 ]



Diferencialni pocet

Nevlastni limity funkce v bodé
Varianta B

Vypoctéte limitu funkce:

f:limlog|x|
x-0

Vysledek feseni:

Funkce

f(x) = log|x|

neni spojita v R, defini¢ni obor funkce je Dy = R — {0}. Nezalezi, zda se k bodu 0
priblizujeme zleva, ¢i zprava v obou piipadech rostou funkéni hodnoty nade vSechny meze,

ale v zapornych hodnotach.

y

Zvolime si K = —10, pak stac¢i zvolit § = 10711,
Bude platit, ze Vx € (—10711;0) U (0; 10711) je log|x| > —10

lim log|x| = —o0
x—0

Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C



Priklad k procviceni:

1) Vypoctéte limitu funkce:

f:limIn|x|
x—0

x-0

) 1
g:lim (—? + 3)

2) Vypoctéte limitu funkce:

] 1
fme

] 1
gl (-5 -2)

3) Vypoctéte limitu funkce:

— 42

f: !cl_l)rll =12

g: lim logs|x + 8|
x—>-8

4) Vypoctete limitu funkce:

i 2x — x?
S Ty

g: lim (—10g1|x + 3|)
x—-3 i

Diferencialni pocet n

[f: —c0,g:—00 ]
[f —c0,g:=c0 ]
[f: —c0,g:=00 ]

[ff —0,g:—00 ]



Nevlastni limity funkce v bodé

Varianta C

Vypoctéte limitu funkce ve vlastnim bodé:

.l' 1
f:lim-

Diferencialni pocet ﬂ

Vysledek feseni:

Funkce

F0) =5

neni spojita v R, defini¢ni obor funkce je Dy = R — {0}. Zélezi, zda se k bodu 0 piiblizujeme

zleva, ¢i zprava v obou ptipadech rostou funkéni hodnoty nade vS§echny meze v kladnych

hodnotach i v zdpornych hodnotéach.

y

Pocitame zde limitu zprava a limitu zleva.

_ 1
lim — = —
x-0" X

1

im — =
x—0+ x3

+ oo

Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C



Priklad k procviceni:

1) Vypoctéte limitu funkce ve vlastnim bodé:

) 1
Fe=sy

2) Vypoctéte limitu funkce ve vlastnim bodé:

_ 1
f im = 2y

3) Vypoctéte limitu funkce ve vlastnim bodé:

£ lim (z - x)

x—>-2\x + 2

4) Vypoctete limitu funkce ve vlastnim bodé¢:

f:lim (2 _ x)

Diferencialni pocet

[zleva —oo, zprava+oo |
[zleva +oo, zprava—oo |
[zleva —oo, zprava+oo |

[zleva +oo, zprava—oo |



Diferencialni pocet

Diferencialni pocet

Limita funkce v nevlastnim bodé

Funkce f ma v nevlastnim bodé +oo limitu L, jestlize ke kazdému & > 0 existuje takovy bod
Xg, Z€ pro vSechna x > x, patii funkéni hodnoty f(x) do okoli (L — ¢, L + ¢).

limy 46 f(x) =L

Ve > 0,3x,x > xp, |[f(x) — Ll < ¢

« fiy==.Dy=H; =R—{0}
Y

Kdyz x roste nade vsechny meze, a blizi se k nekonecnu,

funkcni hodnoty jsou stdle mensi a blizi se k nule.
X

: 1
lim,, ;o - = 0

Funkce f ma v nevlastnim bodé — limitu L, jestlize ke kazdému & > 0 existuje takovy bod
X, Z€ pro vSechna x < x, patfi funkéni hodnoty f'(x) do okoli (L — &, L + ¢).
lim,,_o, f(x) =1L
Ve > 0,3x,x < xo, |[f(x) — Ll <€
o fiy=2%—1,D;=RH =(—1,)

Kdyz se x bude priblizovat k minus nekonecnu, budou se
funkcni hodnoty blizit k -1.
lim,,_,(2*—-1)=-1




Diferencialni pocet 72

Funkce f ma v nevlastnim bodé +oo limitu +oo, jestlize ke kazdému ¢islu K existuje takové
Cislo x, Ze pro v8echna x > x, plati f(x) > K.
limy 4o f(x) = +00

VK € R, 3xy,x > xo, f(x) > K

e fiy=Inx,Df =R* H;=R

Y Kdyz x roste nade vsechny meze, a blizi se k plus
nekonecnu, funkcni hodnoty se take priblizuji k plus
nekonecnu.

lim, ;0 Inx = +00

0 1 X

Funkce f ma v nevlastnim bodé + limitu —oo, jestlize ke kazdému c¢islu K existuje takové
Cislo x, Ze pro vSechna x > x, plati f(x) < K.
limy 400 f(x) = —00

VK € R,3xg,x > xp, f(x) < K
e fiy=-x°,Dr= H=R

y

Kdyz x roste nade viechny meze, a blizi se k plus nekonecnu, funkcni

hodnoty se priblizuji k minus nekonecnu.

X limx—>+oo(_x3) = —©




Diferencialni pocet

Funkce f ma v nevlastnim bodé —oo limitu +oo, jestlize ke kazdému ¢islu K existuje takové
Cislo x, Ze pro v8echna x < x, plati f(x) > K.

lim,_,_o f(x) = 40

VK € R, 3xy,x < xg, f(x) > K

® f:y=x2,Df=]R, Hf:R+

Kdyz x se blizi k minus nekonecnu, funkcni hodnoty se
priblizuji k plus nekonecnu.

lim,,_o(x%) = +o0

Funkce f ma v nevlastnim bodé — limitu —oo, jestlize ke kazdému ¢islu K existuje takové
Cislo x, Ze pro v8echna x < x, plati f(x) < K.
lirnx—>—oo f(X) = -

VK € R, 3xy,x < xo, f(x) < K

y
Kdyz x se blizi k minus nekonecnu, funkcni

hodnoty se priblizuji také k minus nekonecnu.

lim,,_,(x+2)=—00




Diferencialni pocet

Funkce miize mit jeden z 5 typt vlastni limity, kdy limitou je realné ¢islo.

Celkem existuje 15 typt limit. Nevlastnich limit je 10 typi.

Pii vypoctu limit jsou duleZité tzv. neurcité vyrazy:

(o8]
—)0-00’00—00’100’000,00

olo
-

u téchto vyrazit neni mozné urcit limitu pouhym dosazenim.

Plati nasledujici vitahy:
D
limx—m f(x) =+

limx—m g(x) = 4o

limyq[f (x) + g(x)] =
fx)-g()] =
k-f(x)] =400,k >0
lim,_,lk-f(x)] = -0,k <0

llmx_,a

[
[
[
[

1)
limy q f(x) = —o0
limx—>a g(x) = —0

limyq[f (x) + g(x)] =

llmx—m[f (x) - g(x)] =
[k-f()] =—00,k>0

limy_qlk - f(x)] = +00,k <0

1)
limy_q f(x) = o0

limy_, g(x) = —

mx—)a[f(x) : g(x)] =



Diilezité limity

: 1

lim, - (;) = —

: 1

lim, _,_q - = 0

: 1

limy ,,,— =0,n€EN

P

Je-lia € (0,1)
lim, _,_q a* = 4o

lim,_y+(log, x) = 4+

Je-lia € (1,+)
lim,_,_,a*=0
lim,_y+(log, x) = —c0

lim, _,y+(Inx) = —o0

lim,_ , Sinx = neexistuje

lim,_ ,, COS x = neexistuje

limx_)%n_ (tg x) = +o0

lim,_,y-(cotg x) = —o0
. sinx
lim,,,—=1
X
e*-1

lim,_,, — = 1

Diferencialni pocet

. 1
lim, o+ (;) =+

=0

lim, 4 o

X1Ir

: 1 o
lim,_,, ~ = neexistuje

: X —
lim,,,,,a*=0

lim,_, ;o (log, x) = —o0

lim, 4 o a* = +oo
lim,_, ;o (log, x) = +o0

lim,_, o (Inx) = 400

lim,_,_,, sinx = neexistuje

lim,_,_, cos x = neexistuje

limx_)%nJr (tg x) = —0
lim,_y+(tg x) = +©

tg x
g:1

limx_>0 T

75



Diferencialni pocet

Limita funkce v nevlastnim bodé
Varianta A

Vypoctéte limitu v nevlastnim bodé¢.
1

Vysledek feseni:
Funkce

1
X —2

f&x) =

neni spojita v R, defini¢ni obor funkce je Dy = R — {0}. Zdlezi, zda se hodnoty pro x
ptiblizuji k —oo nebo k +00 v obou piipadech se funkéni hodnoty piiblizuji k ose x (funkéni
hodnoty jdou k nule).

Y

=0

li 1
x—lgloo x—2

lim =0

x>—0 X — 2




Diferencialni pocet

Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C

Piiklad k procviceni:

1) Vypoctéte limitu v nevlastnim bodé.

f: xl—l>lPoo x—1 +3
i -2
¥ e x+2
[f: 3, g- —2]
2) Vypoctéte limitu v nevlastnim bodé¢.
f: xl—l>!+noo 2—x -1
: i 4
g 1"
[fi =1, g 4]
3) Vypoctéte limitu v nevlastnim bodé.
f: lim 2* +1
X——00
x+1
g: Jim (3)
[/ 1 g 0]

4) Vypoctéte limitu v nevlastnim bode¢.
f: lim —4* 4+ 3
X—>—00

x-3
g: lim (z)

[ 3, g 0]



Diferencialni pocet

Limita funkce v nevlastnim bodé
Varianta B

Vypoctéte limitu v nevlastnim bodé¢.

lim (x? +2x —3)

xX—+ 00

lim (x? + 2x — 3)
X——00

Vysledek feseni:

Funkce

f(x) =x%+2x—3

Je spojitd v R, defini¢ni obor funkce je Dy = R. Zalezi, zda se hodnoty pro x pfiblizuji k —co

nebo k +o0o v obou ptipadech funkéni hodnoty rostou do plus nekonec¢na.

Y

Pfi vypoctu limit v nevlastnich bodech postupujeme tak, ze vytykame ¢len s nejvyssi
mocninou, ktery urcuje vysledek limity.
2 3
lim (x? +2x —3) = lim x?- <1+———2) = lim x?- lim (1 +———> =
X—>+00 X—>+00 X X X—+o00 X—>+0o
=+0-(1+0-0) =+
2 3 2 3
lim (x?+2x —3) = lim x?. <1+———2) = lim x?. lim (1 +———> =
X——00 X—>—00 X X X——00 X—>—00 X

= +0-(1+0—0)=+oo




Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C

Piiklad k procviceni:

1) Vypoctéte limitu v nevlastnim bodé.

x* —5x
- lim ———
x->—0x2 —3x+1

g: lim x? —x* —x

x—+00

2) Vypoctéte limitu v nevlastnim bode¢.

5

x> —x3+x%—x

: lim
! xX—>—00 1—2x3

g: lim 3x° + 2x% — 9x

X—400

3) Vypoctéte limitu v nevlastnim bodé.

f: lim logsx +1
X—+ 00

g: lim —(e)**!

X—400

4) Vypoctéte limitu v nevlastnim bodé¢.

f: lim logs5(2 — x)
X——00

g: lim (e)™ — 2
X——00

Diferencialni pocet

[fi +o0, g: —0]
[fi =0, g: +o0]
[fi +0, g: —0]

[fi 400, g: +0]



Limita funkce v nevlastnim bodé
Varianta C

Vypoctéte limitu v nevlastnim bodé¢.

lim (\/xz -3- x)

X—400

Diferencialni pocet n

Vysledek feseni:
2

. (\/273 ) Vx2 —3+x . (Vx2 —3) —«x? x? — 3 —x?

im (Vx?2—-3—x)———= lim = =
x>+ Vx2 =3 4+x X2t x2 -3 4x X>tox2 —3 4 x

I _ =Sy
= m = =
x—1>+oo1/x2_3+x 400 4 oo

Piiklad:
Varianta A
Varianta B
Varianta C
Piiklad k procviceni:
1) Vypoctéte limitu v nevlastnim bodé.

i 4x* —3x3 +2x%2 -1
f: xo0% —8x3 — 3x2 + 2

. x? N 2x

: lim

g x—l>+oo 2x—1 x+1
[fi +00, g: +0]

2) Vypoctéte limitu v nevlastnim bodé¢.

i 5x5 —9x3 - 10
I x—ljknoo x3+x2—12

1 4x? N 5
I \a—2x " x—1

[fi +o0, g: —0]



3) Vypoctéte limitu v nevlastnim bodé.

. l' x3
fhm i1

<3x2 + arctgx)

g: lim 1

X—400

4) Vypoctéte limitu v nevlastnim bodé¢.

2
: Vx —3x
9 M\ x-1

Diferencialni pocet

[£ 0, g 3]

[fi —o0, g: 0]
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Diferencialni pocet

Uziti limit funkce

Asymptoty grafu funkce

S asymptotami funkce se setkdvame hlavné u hyperbol, ale i u elementarnich funkci
(exponencialni, logaritmicka, tangens). Ne kazda funkce ma své asymptoty. Asymptoty nam

umoziuji sestrojeni grafu funkce, nebot’ funkce se k asymptoté ptiblizuje.

Mame dva druhy asymptot, asymptoty se smérnici, asymptoty bez smérnice.
Asymptoty se smérnici maji vyjadreni ve tvaru y = ax + b.
Asymptoty bez smérnice maji vyjadieni ve tvaru x = ¢, kde bod ¢ je bod, v némz neni funkce

definovana, ale je definovana v (¢ — 6, c) nebo v (c,c + 6).

Asymptota se smérnici

Je déana funkce £, jejiz graf je na obrazku a ptimka p. Co musi byt splnéno pro piimku p, aby
byla asymptotou grafu funkce?

Jestlize se x, které nalezi definicnimu oboru funkce blizi k hodnotdm + oo, ptipadné —oo, pak
se velikost rozdilu d = f(x) — (ax + b) bude blizit k nule.

Toto vyjadfeni mnohem ptesnéji popisuje limita funkce.

A

y

f d y=ax+b

v
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Piimku nazveme asymptotou grafu funkce, jestlize pro x bliZici se k +o0 nebo — se rozdil
f(x) — (ax + b) bude bliZit k nule.

lim,_,,oo[f(x) —(ax+b)] =0

lim,_,,oo[f(x) —(ax+b)] =0

Jak uréime konstanty a, b v rovniciy = ax + b?

a=lim, % a=lim,__q %
b =lim,_,[f(x) — ax] b =lim,__,[f(x) — ax]

Asymptota bez smérnice

Jsou to pfimky rovnobézné s osou y. Tato asymptota nemize nikdy protnout graf funkce,

jinak by to nebyla funkce, tzn., Ze graf funkce se pouze ptiblizuje k této asymptoté.

Necht’ je funkce definovana v U(a, §) — {a}. P¥imka o rovnici x = a se nazyva
asymptota bez smérnice grafu funkce £, pravé kdyz ma funkce f'v bodé a aspon jednu

jednostrannou nevlastni limitu.

Body, ve kterych mohou byt asymptoty bez smérnice, jsou takové body, ve kterych neni
funkce definovana. V téchto bodech vySetiujeme jednostranné nevlastni limity. Pokud

existuje aspon jedna takova limita, pak pfimka x = a je asymptotou bez smérnice.
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Tecna je piimka, kterd ma s kruznici spolecny praveé jeden bod. Tecna je kolma ke spojnici

Tec¢na grafu funkce

sttedu O a bodu dotyku 7. Prochazi-li pfimka dvéma raznymi body S, T kruznice, je piimka
TS se&nou kruznice. Cim blize zvolime bod S k bodu T, tim méné se poloha seny 7S lisi od
polohy teény ¢ kruznice v bodé T. Rikame, Ze te¢na ¢ je mezni nebo téZ limitni polohou se&ny

TS, blizi-li se bod S po kruznici k bodu 7.

\\ t

Uloha:
M¢jme zadanou parabolu y = %xz + 1. Na této parabole lezi bod T [1, %] Tento bod bude

dotykovy bod pro te¢nu této paraboly.
Zvolme na parabole bod S, vyjadieme pifimku S7 (secnu). Pokusme se najit vyjadieni tecny,

ktera prochazi bodem T s vyuzitim limity funkce.

Bod § ma soufadnice S [1 + Ax,z + Ay].

Ay je prirastek funkce y = %xz + 1, odpovidajici pfirastku Ax argumentu x.
— |1 2 3_1 2

Ay = [E(1+Ax) + 1] —2=2(20x + Ax?)

Smérnice kg ptimky ST se rovna podilu:

Ay 1
ks—E—E(Z-FAX)

Pro Ax — 0, se bod § blizi k bodu 7, limitni polohou ptimky S7 je te¢na ¢ v bod¢ 7, ktera ma
smérnici:

. Ay 1 _
k= Jim s = Jim 7= fim, |52+ 20 = 1

Tecna t ma rovnici:

y—§=1-(x—1) y=x+=
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Graf funkce y = f(x) ma v bodé T[x,, y,] ktery nalezi funkci f te¢nu se smérnici k.
pravé kdyz v bodé x, existuje vlastni limita:

L Ay f(x) — f(xo) . f(xg + Ax) — £ (xo)
kr = lim —= lim —————= lim
Ax—0 Ax  Ax-xg X — Xo Ax—0 Ax

Pak te¢na prochazejici bodem T[x,, y,] je piimka o rovnici:

y—Yo=kr(x —xp)
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Uziti limit funkce
Varianta A

Urcete asymptoty grafu funkce

_x2+1
f:y= x+3

Vysledek feseni:

Asymptota bez smérnice ma vyjadieni: x = —3

Asymptoty se smérnici: y = ax + b

x2+1 ) 1
X x?+1 x\1+—=
a=1imf—()=1im—x+3= i = im—( x):
x—400 X Xx—400 X x>+ X2 + 3x x>+ X2 (1+§)
X
(1+5)
= liIIl Ji?, =1
X—>4+00
(1+3
b ) _ x?+1 Ll x*+1—x*—3x|
_x—1>r-|poo[fx _ax]_x—{rpoo x+3 - _x—1>r+¥1m x+ 3 a
1
. [-3x+1 _ —3x(1—§)
= 1moo[—3 = llmoo—3=—3
x>+ x + x>+ x(1+§)

Asymptoty se smérnici: y = x — 3

Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C
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Priklady k procviceni:
1) Urcete asymptoty grafu funkce
x*—4

x—2

[y =

[x=2; y=x+2]

2) Urcete asymptoty grafu funkce
xt—x
x3+1

[x =—-1;, y = x]

3) Urcete asymptoty grafu funkce
3x -5
2x + 2

fiy= +x

[x =—1; y=x+§]
4) Urcete asymptoty grafu funkce

4 —2x
x—5 *

fiy=
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Uziti limit funkce
Varianta B

Najdéte rovnici teény grafu funkce v bod¢ T, ktery ma danou soufadnici x.

fy= xsaT = [Z,yo]-

Vysledek feseni:
Te¢na ke grafu funkce ma rovnici: y — yo = kg - (x — x¢)
Smérnice te¢ny ma vyjadieni:

o f(xg+Ax) — f(xo)
kr = lim
Ax—0 Ax

flxg+Ax) —f(xg) . (xo+ Ax)® — xy°
m = lim

kr = li =
= o Ax AxX—0 Ax
X023 + 3x0%Ax 4+ 3x,Ax?% + Ax3 — x,3
= lim — 2 2 ® = lim (3x,2 + 3x,Ax + Ax?) = 3x,2
Ax—0 Ax Ax—0

Soufadnice y, bodu T: y, = 23 = 8

Yy —Yo=kr-(x—x0)
y—8=12:(x —2)
Teéna ma rovnici:

12x—-y—-16=0

Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C
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Priklady k procviceni:

1) Najdéte rovnici teény grafu funkce v bodé T = [1, y,].
x—1

x+1

fy=

[x =2y —1=0]

2) Najdéte rovnici teény grafu funkce v bodé T = [—3, y,].

[15x — 16y +9 = 0]

3) Najdéte rovnici teény grafu funkce v bodé T = [1, y,].
fry=27
[x —y =0]

4) Najdéte rovnici teény grafu funkce v bodé T = [0, y,].
fry=e*—e*
[2x —y = 0]
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Uziti limit funkce
Varianta C

Najdéte rovnici tecny k dané kiivce, v bodé T = [—2\/2 ; Z]
x*+y? =12

Vysledek feseni:
Rovnici kiivky si vyjadiime jako funkci jedné proménné:
y =+12—x2

Smérnice te¢ny ma vyjadieni:

f(xo + Ax) — f(xp) ~ lim \/12+(x — Ax)? —V12—x?2 _

fer = Alaiclllo Ax Ax—0 Ax
. V12—(x + Ax)2 —V12—x2 12— (x + Ax)? + V12—x2 _
Ax~0 Ax J12—(x + Ax)? + V12—x2
— lim 12—(x + Ax)? — 12+x? — lim —2x — Ax _
Ax=0 Ax - \[12—(x + Ax)2 +V12—x2 %20 [12—(x — Ax)? + V12—x2
—2x
T WViz—x?
2. [12—(=2v2)

y—yo=kr-(x—xp)
y—2=v2-(x+2V2)
Teéna ma rovnici:

V2x—y+6=0

Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C
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Piiklady k procviceni:
1) Najdéte rovnici teény k dané kiivce, v bodé T = [3;1]
x*—y*=8
[3x —y—8=0]

2) Najdéte rovnici te¢ny k dané kiivce, v bodé T = [—5; 2]
x*-5y*=5
[x +2y+1=0]

3) Vypocitej odchylku te¢en grafu dané funkce v bodech Ty = [0; 3], T, = [2; 1]
x2 -3

x—1

fy=

[oc= 0]

4) Vypocitej odchylku tecen grafu dané funkce v bodech T{ = [—2; - g], T, = [—4-; — %

x
xz2—1

fiy=

[x= 24°44]
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Diferencialni pocet

Derivace funkce v bodé

Derivace funkce patfi k infinitezimalnimu poctu. Slouzi k vySetfovani priabéhu funkce,

ur¢ovani maxim a minim, k sestrojovani grafii funkci. Ma mnoho aplikaci ve fyzice, chemii.

Méjme funkci f definovanou v jistém okoli bodu x.
Existuje-li vlastni limita:

li f(xo + Ax) — f(x)
m
Ax—0 Ax

nazyvame ji derivaci funkce f'v bodé x,.

Derivace funkce /v bodé x, zna¢ime symbolem f (x,)

f(xo + Ax) — f(x0)
Ax

f (xo) = Alylcl_l}o

Dalsi obmény vypoctu derivace:
Ax = x — x

f(x) = f(xo)
m 22— /Y0l

f,(xO) - xli—>x0 X — Xy
f(x) = fxo) = fxo +Ax) — f(x0) = Ay

. i Ay
f (xo) = Aim

Kromé symbolu f (x,) se pro oznaceni derivace pouziva také y (x,).
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Geometricka interpretace derivace funkce v bodé:

Pro smérnici k; teény v bodé T[x,, Vo]

o i L =S G)

X—Xo X — xO
Tato limita je definovana jako derivace funkce /v bodé x,, a proto Ize psat kr = f (x,).

Rovnici teény grafu funkce /v bodé T[x,, y,] mizeme psat jako:

Y_YOzf'(xo)'(x—xo)

Funkce f ma v intervalu (a, b) derivaci, jestliZe ma derivaci v kaZdém bodé x € (a, b).

Ma-li funkce fv bodé x derivaci, je v tomto bodé spojita.

M¢jme funkci f definovanou v jistém levém, resp. Pravém okoli bodu x.
Existuje-li

li f(xo + Ax) — f(x0)
im
Ax—0~ Ax

Nazyvame ji derivaci funkce f'v bodé x, zleva f_(x,).
Existuje-li

f(xo + Ax) — f(xo)

Ax—07t Ax

Nazyvame ji derivaci funkce f'v bodé x, zprava f; (x,).

Funkce f ma v intervalu(a, b) derivaci, jestlie ma derivaci v kaidém bodé x € (a,b) a

v bodé a ma derivaci zprava a v bodé b ma derivaci zleva.
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Derivace funkce v bodé
Varianta A

Pomoci limity funkce, vypoctéte derivaci funkce v bod¢ x,,.

fiy=x%+1
Vysledek feseni:
: — 1 f(x0+Ax)_f(x0)_l. (o +Ax)* +1— (x> +1)
fx0) = Ax30 Ax vt Ax -

Xl 4 2xpAx + Ax?+1—x2—1 | 2xoAx+Ax? | Ax - (2xg + Ax)
= lim = lim —— = lim =
Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0 Ax

= lim (2x, + Ax) = 2x,
Ax—0

Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C

Priklady k procviceni:
1) Pomoci limity funkce, vypoctéte derivaci funkce v bod¢ x,,.

fiy=2x*+x [f (xo) = 4x, + 1]

2) Pomoci limity funkce, vypoctéte derivaci funkce v bod¢ x,,.

fiy=3x%+2x [f (xo) = 6x4 + 2]

3) Pomoci limity funkce, vypoctéte derivaci funkce v bodé x,.

fiy=x3+2x? [f (x0) = 3x02 + 4x,]

4) Pomoci limity funkce, vypoctéte derivaci funkce v bod¢ x.

f:y = 2x3 + xz [f,(xo) s 6x02 + 2x0]
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Derivace funkce v bodé
Varianta B

Pomoci limity funkce, vypoctéte derivaci funkce v bod¢ x,,.

1
fry =7
Vysledek feseni:

1 1 Xo — X

' x)—Jx X Xy : xo—x 1

f(xo)zhmw=hmu=hmxx0=hm(0 . >=
x-xg X — X X-XgX — Xg  X-Xo X — Xy X=X\ XXy X —Xp

. [*¥o—X -1 } -1 -1 1
= lim ( )] = lim = =——

X=xoLX =X \Xg — X X-Xg X+ Xg  Xg * Xg Xo

Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C

Piiklady k procviceni:

1) Pomoci limity funkce, vypoctéte derivaci funkce v bodé x,.

ﬁy:x+2
; 1
f (x0) =

- (%0 +2)2

2) Pomoci limity funkce, vypoctéte derivaci funkce v bod¢ x,,.
1
f' y - zx

1
4x,?

f,(xo) = -
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3) Pomoci limity funkce, vypoctéte derivaci funkce v bodé x,.
x—1
x+1

. 2
f (x0) =(xo+—1)2

[y =

4) Pomoci limity funkce, vypoctéte derivaci funkce v bod¢ x,,.

2x
x—1

, =2
f(x) = —(xo —1)2

fy=
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Derivace funkce v bodé
Varianta C

Pomoci limity funkce, vypoctéte derivaci funkce v bod¢€ x, = 5.

fiy=vx-1
Vysledek feseni:
, x) — f(x Ve —1—/x,—1
f(xo)zlimf() f(O)zlim V%o _
X—>Xg X — Xy X—=Xo X — Xp

. Ve—1—xg—1 Vx—1+x,—1 (x—1)—(x,— 1)

1m . = |lm =
X=Xo X = Xo V=14 Jxg—1 *%(x—xp)  (Vx—1+/xo—1)

li (x — xo) I 1
= l1im = |liIm =

=% (x —x0) - (Ve —1+/xg—1) % (Vx—14/x,—1)

1 1 1 1
T (Jxo -1+ —1) 2-x—-1 2-V5-1 4

Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C

Piiklady k procviceni:
1) Pomoci limity funkce, vypoctéte derivaci funkce v bodé x, = 2.

fiy=+2x
f,(x0)=

1
"2

1
v 2%,

2) Pomoci limity funkce, vypoctéte derivaci funkce v bod¢ x, = 0.

f:y=\/m

£ () = — i1
Xg) = ———;—
O 4 fx,+1 4
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3) Pomoci limity funkce, vypoctéte derivaci funkce v bod¢ x, = 8.
3
fry=+x?

, 2
f (x0) = 3?{/35_0; 3

| =

4) Pomoci limity funkce, vypoctéte derivaci funkce v bod¢ x, = 4.

f:y=3\/x—3

, 1 1
f (x0) —W,g



Diferencialni pocet n

Diferencialni pocet

Derivace elementarnich funkci

1) Pro konstantni funkci f:y =c¢,c €R

y =0

2) Pro funkci fry =x",x e Rn €N

y =n-x"1

3) Pro funkci f:y =sinx,x €R

y = cosx

4) Pro funkci f:y =cosx,x €ER

y = —sinx

5) Pro funkci f1y = tgx,x # ~m + km, k € Z

.1
Y = costx
6) Pro funkci f:y = cotgx,x # km, k €Z

1
sin2 x

y =

7) Pro funkci f:y =x™,x e R—{0},n € Z~

y =n-x"1

, , 1\ —mx™ 1 1
(™) = (x™) = (—) e R

xm

8) Pro funkci f:y =x",x € R*, n€R

y =n-x"1
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Derivace elementarnich funkci
Varianta A

Vypoététe prvni derivaci funkce f:y = 4x3 v libovolném bodé jejiho defini¢niho oboru.

Vysledek feseni:

Jde o derivaci mocninné funkce y" = n - x™"1

iy =4-3-x31 =12x?

Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C

Piiklady k procviceni:

1) Vypoctéte prvni derivaci funkce v libovolném bodé jejiho defini¢niho oboru.

cy — Dt vy = 1.5
fiy=2x gy =%
f = 8x3

1
g’=§x4

2) Vypoctéte prvni derivaci funkce v libovolném bodé¢ jejiho defini¢éniho oboru.

f:y = 5x° g:y=§x3

f =30x>

g = 2x?
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3) Vypoctéte prvni derivaci funkce v libovolném bodé¢ jejiho defini¢niho oboru.

f:yzw g:y =3sinx
i
=3

g =3cosx

4) Vypoctéte prvni derivaci funkce v libovolném bod¢ jejiho defini¢niho oboru.

f:yzw g:y=2cosx
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Derivace elementarnich funkci
Varianta B

Vypoététe prvni derivaci funkce f:y = x3 - sin x v libovolném bodé jejiho defini¢niho

oboru.

Vysledek feseni:
Jedna se o derivaci dvou funkci v sou¢inu
u-v) =u-v+u-v

(x3-sinx) = 3x?%-sinx + x3-cosx

Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C

Priklady k procviceni:

1) Vypoctéte prvni derivaci funkce v libovolném bodé¢ jejiho defini¢niho oboru.

fiy=2x*-tgx g:y=4x5+x-sinx
"=4x-t + 2x7
[r=dx-tgx cos2 x

g =20x*+sinx +x-cosx

2) Vypoctéte prvni derivaci funkce v libovolném bodé¢ jejiho defini¢niho oboru.

f:y=5x3-cotgx g:y=3x3++/x-cosx
5x3
"= 15x% - cotg x —
/ XISz
1 1
g =9x*+=-——+/x-sinx

2 Vx
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3) Vypoctéte prvni derivaci funkce v libovolném bodé¢ jejiho defini¢niho oboru.

fiy=(5-x)-Vx g:y =4x> + x3 — 2x?% - sinx

’ 4 3 (x5_x)
f =(5X —1)‘\/E+W

g =20x*+x? —4x - sinx — 2x%cos x

4) Vypoctéte prvni derivaci funkce v libovolném bod¢ jejiho defini¢niho oboru.

v = (x3 L yv=x3—-3x—x-
fy=C+x-= gy=x3-3x—x-VJx

,_(3x2+1)_(x3+x)
Vx 2x?
1

"=3x2 -3 —Vx—x-——
9 x
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Derivace elementarnich funkci
Varianta C

Vypoctéte prvni derivaci v libovolném bodé defini¢niho oboru funkce

x2

fy=

"~ cosx

104

Vysledek feseni:

Jedna se o derivaci dvou funkei v podilu

(u)' u-v—u-v
v v2

( x? ), _ 2x-cosx—x2-(—sinx) _ 2x-cosx+xZ-sinx

cosx cos2 x cos2 x

Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C

Piiklady k procviceni:

1) Vypoctéte prvni derivaci funkce v libovolném bodé jejiho defini¢niho oboru.

. v — A VX
f'y_tgx g:y=x +sinx
, 4 4x
f " tgx sinZx
S 1 Vx - cosx
= 4x — -
9 2 -+/x - sinx sin? x

2) Vypoctéte prvni derivaci funkce v libovolném bod¢ jejiho defini¢niho oboru.

2

fiy=— Ly = x3 = Snx
4 cotgx gy x
o 2x x?
f= t—
cotgx cos®x
F = 32 cosx+sinx
= xX° —
g X x?
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3) Vypoctéte prvni derivaci funkce v libovolném bodé¢ jejiho defini¢niho oboru.

x% - cosx

fiy= N

1
f’=2-\/§-cosx—\/x3-sinx—z X+ COSX

4) Vypoctete prvni derivaci funkce v libovolném bodé¢ jejiho defini¢éniho oboru.

Vx

x% -sinx

[y

3 CcoS X

2Vx5 -sinx Vx3-sin?x

f =
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Diferencialni pocet

Derivace funkci v souétu, v soucinu, podilu a rozdilu

Jestlize funkce u(x) a v(x) maji v bodé x, derivaci, ma v bodé x,, derivaci i soucet, rozdil a

ux),

soucin funkci u(x) a v(x) a pro v(x) # 0 i podil )

(u+v) =u +v
(u—v) =u —v
u-v)=u-v+u-v
uy u-v-u-v
G) ==

Pro funkci f:y = c-u(x),c € R
y=cu®
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Diferencialni pocet

Derivace slozené funkce

Vétsina funkei je sloZena z funkci elementarnich, jejichz derivace jiz zname. Derivaci slozené

funkce provedeme nasledovné.

JestliZe funkce z = g(x) md derivaci v bodé x a jestliZe funkce 'y = f(z) md derivaci

v bodé zy = g(x), ma sloZend funkce y = f(g(x)) derivaci v bodé x, a plati:

[F(9x))] = f g(xo) - g (x0)

Derivace slozené funkce y = f(z), kde z = g(x) v bod¢ x, je souc¢inem dvou ¢isel, hodnoty
derivace vnéjsi funkce f(z), podle z v bodé z, = g(x,) a hodnoty derivace vnitini funkce

g(x) podle x v bodé¢ x.

Derivace exponencialni a logaritmicke funkce

Pro funkci f:y =e*,x ER

y =€

Pro funkci f:y = a*,x € R,a € R*

y =a*-Ina

Pro funkci f:y =Inx,x € R*
1

y=;

Pro funkci f:y = log, x,x € R*,a € R* — {1}

1
Y = xIna
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Derivace slozené funkce
Varianta A

Vypoctéte prvni derivaci v libovolném bodé defini¢niho oboru funkce

f:y=x% logsx

Vysledek feseni:
Jedna se o derivaci dvou funkci v sou¢inu

u-v) =u-v+u-v

2, = 2x- 2, _ oy, X
(x*-logsx) =2x-logsx + x o 2x 10g5x+ln5

Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C

Piiklady k procviceni:

1) Vypoctéte prvni derivaci funkce v libovolném bodé jejiho defini¢niho oboru.

f:yzﬁ g:y =logx + 2*
, Inx-1
~ In2x
o1 2*¥-In2
g ~ x-In10 n

2) Vypoctéte prvni derivaci funkce v libovolném bodé¢ jejiho defini¢niho oboru.

2

_x° e __Inx
fy== g:y=5——
,_(@x—x*)
f=—a
g'=5x-ln5—1_1nx

x2
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3) Vypoctéte prvni derivaci funkce v libovolném bodé¢ jejiho defini¢niho oboru.

log; x
fiy= 2 - 3*
, 1 2logzx
f_x3-ln3_ x3 —3%-In3

4) Vypoctéte prvni derivaci funkce v libovolném bodé¢ jejiho defini¢niho oboru.

f:y=§—ex-log0,4x

In6 e*

_ _?—ex'logoAx—m
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Derivace slozené funkce
Varianta B

Vypoctéte prvni derivaci v libovolném bodé defini¢niho oboru funkce

f:y = (x* - 3x% —sinx)3

Vysledek feseni:
Jedna se o derivaci slozené funkce
[f(g(xo))] = f,g(xo) . g'(xo)
y = g(xy) = x* — 3x? —sinx
3
FO) = (g(x0))

[(x* —3x%2 —sinx)3] =3 - (x* — 3x? —sinx)? - (4x3 — 6x — cos x)

Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C

Priklady k procviceni:
1) Vypoctéte prvni derivaci funkce v libovolném bodé¢ jejiho defini¢niho oboru.

f:y =sin3(x* + 2x?) g:y = 2(5x°-3%)

f =3-sin?(x* + 2x2) - cos(x* + 2x2) - (4x3 + 4x)

g =206*°-3%) . |n 2. (1542 — 3)

2) Vypoctéte prvni derivaci funkce v libovolném bodé¢ jejiho defini¢niho oboru.

f:y = cos(x* + 2x%)> g:y = 3 (x* —4x)

f =20sin(x* + 2x2)> - (x* + 2x2)* - (x3 + x)
4 x3—1

g’:—.—
5 /(x* — 4x)*
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3) Vypoctéte prvni derivaci funkce v libovolném bodé¢ jejiho defini¢niho oboru.

fiy= (5e5")5 g:y =log, Va2 + 2

f =5 (5e5)%-5¢5% . 5 = 25 . (5¢5%)5
, X
g = (x24+2):In2

4) Vypoctete prvni derivaci funkce v libovolném bodé¢ jejiho defini¢éniho oboru.

f:y =tg*(6x—5)3 g:y = 41In?(2x — 1)?

_ 36(6x —5)%-tg(6x — 5)°
B cos?(6x —5)3

f =2-tg(6x —5)3 .3-(6x—5)%:6

cos?(6x —5)3
,_32In(2x —1)*
- 2x—1
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Derivace slozené funkce
Varianta C

Vypoctéte prvni derivaci v libovolném bodé defini¢niho oboru funkce

f:y = 26%2) .gin(x? — 2x)?

Vysledek feseni:
Jedna se o derivaci sloZenych funkci v sou¢inovém tvaru.
[26%=2) . sin(x? — 2x)?] =
=206x"2) . 1n2. 3 sin(x? — 2x)2 4+ 26*72) . cos(x% — 2x)%2 - 2+ (x2 —2x) - 2x = 2) =
=3In2-26*2 .sin(x2 — 2x)%2 4+ 26* D . (x2 — 2x) - (2x — 2) - cos(x? — 2x)?

Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C

Priklady k procviceni:
1) Vypoctéte prvni derivaci funkce v libovolném bodé¢ jejiho defini¢niho oboru.

f:y =In(4x) - tg?(x?) gy = e . 352

_tg*(x?) N 4x1n(4x) - tg(x?)
T x cos?(x?)

f

2o(x%-x)
= ,(x3-x) 2 _ Y B
g =e (Bx*—1)-yVx%+ 3

2) Vypoctéte prvni derivaci funkce v libovolném bodé¢ jejiho defini¢niho oboru.

fiy =53 . cotg\V2x — 1 g:y = /x(logg x)
5(2x—3)

f =2-523.1n5.cotgV2x — 1 —

V2x —1-cos?2v2x —1
1
1 log8x+m

975
(x(logg )"
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3) Vypoctéte prvni derivaci funkce v libovolném bodé¢ jejiho defini¢niho oboru.

eZ*.x __logz(2x)

9y 2x

[y =

Inx

= e?* . (2x +1) e?x

Inx x-lnx
B 1 log, 2x
" 2x2-In2 2x2

g

4) Vypoctete prvni derivaci funkce v libovolném bodé¢ jejiho definiéniho oboru.

cos3x _ (x3—3)2

fy=12 gy

cos4x

_2x-cos3x 2 -cos?x-sinx

T (1-x2)2 1 — x2

6x% - (x3—3) 4(x%—3)?-sin4x
cos 4x cos? 4x

g =
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Diferencialni pocet

Prabéh funkce

Vysetiujeme prubéh funkce. Zakladem jsou véty pro zkouméani pribéhu funkei, které

objasnuji vlastnosti funkci. Tyto vlastnosti uréujeme pomoci diferencialniho poctu.

Rolleova véta:

M¢jme funkci £, kterd ma tyto vlastnosti:
a) je spojitd v uzavieném intervalu (a, b).
b) v kazdém bodé otevieného intervalu (a, b) ma derivaci
¢) f(a)=f(b)

Potom existuje v otevieném intervalu (a, b) aspoti jeden bod ¢, v némz f (c) = 0.

funkce je spojita v uzavieném
intervalu a hodnoty f(a) = f(b).

Graf méa v kazdém bodé te¢nu. Mezi

fe)

témito tenami bude aspon jedna

rovnobézna s osou x. Dotykovy bod

T ma soufadnice [c, f(c)].
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Piiklad: Zjisti, zda tato funkce vyhovuje predpokladiim Rolleovy véty.

Y fiy=—x?+6x—5x€(2,4)
fiy=-2x+6
4 F@) =) =3

Existuje asponl jedno ¢ € (2,4),
v némz
f():=2c+6=0
c=3

Priiklad: Zjisti, zda tato funkce vyhovuje predpokladiim Rolleovy véty.

y fiy = lxlx € (~2,2)

Funkce je spojita v uzavieném intervalu,
f(=2) = f(2) = 2, ale funkce nema
derivaci v kazdém bod¢ oteviené¢ho

intervalu (x = 0 — derivace neexistuje).
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Lagrangeova véta o stiedni hodnoté

umoziuje odhadnout pfirastek funkce na zaklad¢ jeji derivace.
M¢jme funkci f, kterd ma tyto vlastnosti:

a) je spojita v uzavieném intervalu (a, b)

b) v kazdém bod¢ otevieného intervalu (a, b) ma derivaci

Potom existuje v otevi‘eném intervalu (a, b) aspori jeden bod c, pro ktery plati:

fb) —fla)
—p—q fO©O

fb) —f(@)=(b-a) f(c)

v

Graf funkce, ktera spliiuje podminky Lagrangeovy véty, ma v kazdém bod¢ x € (a, b) te¢nu.
Tétiva spojujici body Ala, f(a)], B[b, f (b)] grafu ma smérnici

_fb) - f(a)
~ b-a

Podle Lagrangerovy véty existuje aspon jedna te¢na, kterd ma stejnou smeérnici.

k=tga

Existuje asponl jeden bod T|c, f(c)] grafu dané funkce, v némz je te¢na ¢ rovnob&zna s tétivou

AB.

Plati-li f (x) = 0 pro ka%dé x € (a,b), potom f je konstantni funkce.
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Monotonnost funkce a derivace

Jde o zjisténi monotonnosti funkce (rostouct, klesajici) pomoci derivace.

Ma-li funkce f'v kaZdém bodé intervalu (a, b) kladnou derivaci, je v tomto intervalu
rostouci.

Mali funkce f'v kaZdém bodé intervalu (a, b) zdpornou derivaci, je v tomto intervalu

klesajici.

Diikaz: Jsou-li x;, x, dva libovolné rizné body intervalu (a, b), je uzavieny interval (x;, x, )
Casti intervalu (a, b). Podle Lagrangeovy véty existuje takové ¢islo ¢ € (xq, x5), Ze plati:

fx2) = f(x1)
— X

X2

=f(c)

1

Je-li £ (c) > 0. Protoze x; < x, = x, — x; > 0= f(x,) > f(x;)
Tzn., Ze funkce je rostouci.

Je-li f'(c) < 0.Protoze x; < x, = x, —x; > 0= f(x,) < f(x)

Tzn., Ze funkce je klesajici.

Intervaly, ve kterych je funkce rostouci nebo klesajici, se nazyvaji intervaly monotonnosti.
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Extrémy funkce a 1. derivace

Extrémy funkce jsou maxima a minima funkce, (nejvétsi a nejmensi hodnota funkce) na dané
mnozing. Touto mnoZinou je nejcastéji definicni obor funkce nebo néjaky uzavieny interval,

ktery je podmnoZzinou tohoto defini¢niho oboru.

A

y

v

Funkce fnabyva na svém definicnim oboru (mnoZina realnych ¢isel) nejvétsi hodnoty v bodé
X1, nejmensi hodnoty v bodé x, . V bodech x, , x5 nabyva funkce hodnot, které jiz nejsou
nejmensi a nejvetsi na celém definiénim oboru. Jsou to lokdlni minima a lokdlni maxima.

V bodech x; , x, nabyva funkce globalniho maxima a minima.

Lokalni maximum, pfipadné¢ minimum, kterych funkce nabyva v jist¢ém uzavieném intervalu,
nemusi byt vzdy nejvétsi, ptipadné nejmensi hodnotou funkce v tomto intervalu. Pokud
interval omezime jinak, potom se mizou funkéni hodnoty funkce zménit, vétSinou to byvaji

krajni body intervalu, kde funkce dosahuje globalni extrémy.

Funkce f mad v bodé x lokdlni maximum, existuje-li takové okoli U(xq)bodu x, Ze pro

vSechna x 7 U(xy) N D(f) plati: f(x) = f(x).

Funkce f ma v bodé x lokdlni minimum, existuje-li takové okoli U(xq) bodu x,, e pro

vSechna x 7 U(xy) N D(f) plati: f(x) = f(x).
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Pokud plati ostra nerovnost f(x) < f(xq), f(x) > f(xg) jde o ostré lokalni extrémy.

Ma-li funkce f'v bodé x, lokdlni extrém a existuje-li v tomto bodé derivace f (x,), pak

plati: f (x4) = 0.

Obracena véta neplati, to znamend, Ze pokud ma funkce v bod¢ derivaci, ktera je nulova

f (x0) = 0, nemusi mit v tomto bodé& extrém (bod je pouze podeziely z extrému).

Stacionarni body

Jak postupujeme pii uréovani lokalnich extrémi funkce. Z podminky f (x,) = 0 nemusi
nutné vyplyvat, ze funkce ma v bodé¢ x, lokalni extrém.

Ma-li funkce y = f(x) v bodé x, derivaci a je-li f (x,) = 0, pak bod x,, nazyvame nulovym
bodem 1. derivace nebo také staciondrnim bodem. Tyto stacionarni body jsou feSenim
rovnice f (x,) = 0. V téchto bodech miZe, ale nemusi mit funkce lokélni extrémy. Tyto body

jsou pouze podezielé z extrému.

Necht’ f (xy) = 0. JestliZe existuje takové okoli U(x,, 8), %e v intervalech (xo — 8,x,) a
(x0, Xo + &) md f (x) riiznd znaménka, md funkce fv bodé x, ostry lokdlni extrém.
Méni-li se znaménko derivace 7 plus na minus, ma funkce v bodé x lokalni maximum,

méni-li se znaménko derivace 7 minus na plus, ma funkce v bodé x lokalni minimum.

Neméni-li se znaménko, lokalni extrém v bod¢ x, nenastava. Moznosti pribéhu funkce okolo

stacionarniho bodu znazorfuji obrazky. Krajni grafy ukazuji moznost extrému funkce.

v

v

v
v
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Pribéh funkce — monoténnost funkce
Varianta A

Pomoci prvni derivace urcete intervaly monotonnosti funkce.

fiy=x3-3x>-9x+1

Vysledek feseni:
Hledame intervaly, ve kterych je f"(x) > 0, a ve kterych je f'(x) < 0.
f(x)=3x2—6x—-9
fx)>0
3x2—-6x—9>0=>3-(x+1)-(x=3)>0
X € (—o0,—1) U (3, +x)

Funkce y = x3 — 3x% — 9x + 1 je rostouci v intervalu (—o, —1) a (3, + ).

f(x) <0
3x2—6x—9<0=>3-(x+1)-(x—-3)<0
x € (—1,3)
Funkce y = x3 — 3x2 — 9x + 1 je klesajici v intervalu (—1,3).

Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C

Priiklady k procviceni:
1) Pomoci prvni derivace urcete intervaly monotonnosti funkce.

fiy=2x*+4x—16




. — 1 3 1 2 2x+ 1
g:y= 3 X > X X
[f: rostouci v (— 1, +00), klesajici v (— 00, —1)

g: rostouci v (— 0, —1) a (2, +0) klesajici v (—1,2)]

2) Pomoci prvni derivace urcete intervaly monotonnosti funkce.

fiy=-x*+8x—-15

1
g:y=§x3+x2—3x—2

[f: rostouci v (- o0, 4), klesajici v (4, +0)

g: rostouci v (— 0, —3) a (1, +o0) klesajici v (—3,1)]

3) Pomoci prvni derivace urcete intervaly monotonnosti funkce.

_ _2x+1

g:y =In(2x — 4)?

[f: klesajici v (—o0, —1), (—=1,1), (1, +o0)

g: rostouci v (g, +00), klesajici v G, g)]

4) Pomoci prvni derivace urcete intervaly monotonnosti funkce.

2x
xZ2 —4

fiy=-

g:y =log,(x — 1)?

[f: rostouci v (—oo, —2),(—2,2), (2, + )
g: rostouci v (2, +0), klesajici v (1,2)]

Diferencialni pocet

121



Diferencialni pocet [SSk)

Pribéh funkce — extrémy funkce
Varianta B

Pomoci vlastnosti funkce a stacionarniho bodu ur¢ete maxima a minima funkce.

fiy=2x3—-15x*+36x—-1

Vysledek feseni:
f=2x3—15x*+36x—1
f =6x%—30x+ 36
fx)=0
0=6x>—-30x+36=>6(x—2)-(x—3)=0
Stacionarni body jsou x; = 2; x, = 3, jsou to body podezielé z extrémull funkce. Zkoumejme
vlastnost funkce kolem téchto bodu:
f2)=2-232-15-22+36-2—-1=27
f(0)=2-03—-15-02436-0—1=—-1> f(0) < f(2)

B)=2-() -15-(3) +36-(D)-1-2651(3) < s
"z)=%1z 2 2 =265=1z) <t

fG) < f(x1)
Funkéni hodnoty funkce f'v okoli bodu 2 jsou mensi nez funkéni hodnota funkce v bod¢ 2.

Funkce ma v bod¢€ x; = 2 maximum.

f(3)=2-33-15-32+36-3—-1=26

B)=2-(2) -15-(3) +36-()-1-2651(3)>r®
"z)=%\3 2 2 =265=1(3)>7
f(10) =2-(10)> —15-(10)2+ 36 - (10) — 1 = 859 = f(10) > f(3)
f() > f(xz)
Funkéni hodnoty funkce f'v okoli bodu 3 jsou vétsi nez funkéni hodnota funkce v bodé 3.

Funkce ma v bod¢ x, = 3 minimum.
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Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C

Priklady k procviceni:
1) Pomoci vlastnosti funkce a stacionarniho bodu urcete maxima a minima funkce.
fiy=x>—-3x*—-24x+1

[f: maximum v bod€ x = —2, minimum v bod¢ x = 4]

2) Pomoci vlastnosti funkce a stacionarniho bodu urcete maxima a minima funkce.
fiy=2x>-21x*-180x + 30

[f: maximum v bod¢ x = —3, minimum v bod¢ x = 10]

3) Pomoci vlastnosti funkce a stacionarniho bodu ur¢ete maxima a minima funkce.
fiy=-2x>—24x*-72x+6

[f: maximum v bod¢ x = —2, minimum v bod¢ x = —6]

4) Pomoci vlastnosti funkce a stacionarniho bodu urcete maxima a minima funkce.
fiy=—2x%4247x* — 84x +2

[f: maximum v bod€ x = 7, minimum v bod¢ x = 2]



Diferencialni pocet [SSE¥I

Pribéh funkce — extrémy funkce
Varianta C

Pomoci prvni derivace a stacionarniho bodu urcete maxima a minima funkce.

fiy=x3—x%2—-21x+45

Vysledek feseni:
f=x3—x%—-21x+45
f=3x*-2x-21
fx)=0
7
0=3x2—2x—21=>3(x—3)-<x+§)=0
Stacionarni body jsou x; = 3; x, = — g, jsou to body podezielé z extrému funkce.

Zkoumejme vlastnost funkce kolem téchto bodli pomoci prvni derivace:
x1=3
f(0)=3-02-2-0—-21=-21=f7(0)<0
f(4)=3-42-2-4-21=19=>f(0)>0
V okoli staciondrniho bodu x; = 3 méni prvni derivace znaménko z minus na plus.

Funkce se méni z klesajici na rostouci, proto v bodé x; = 3 existuje minimum.

7
Xy = —§
f(-4)=3-(-4)*>-2-(-4)-21=35=f(0)>0

£(0)=3-02-2-0-21=-21=f'(0)<0

, ST 7 ; . . .
V okoli stacionarniho bodu x, = — 3 méni prvni derivace znaménko z plus na minus.
- . - " 7 .. .
Funkce se méni z rostouci na klesajici, proto v bodé x, = — 3 existuje maximum.
Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C




Diferencialni pocet SSEXS

Priklady k procviceni:
1) Pomoci prvni derivace a stacionarniho bodu urcete maxima a minima funkce.
fiy=x3—147x+10

[f: maximum v bod¢ x = —7, minimum v bod¢ x = 7]

2) Pomoci prvni derivace a stacionarniho bodu urcete maxima a minima funkce.
fiy=—x3+6x*>+15x—4

[f: maximum v bod¢ x = 5, minimum v bod¢ x = —1]

3) Pomoci prvni derivace a stacionarniho bodu urcete maxima a minima funkce.

. — x3

[f: maximum v bod¢ x = —3 minimum v bodé x = 3]

4) Pomoci prvni derivace a stacionarniho bodu urcete maxima a minima funkce.

x2

ﬁy=x_3

[f: maximum v bod¢ x = 0 minimum v bod¢ x = 6]
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Diferencialni pocet

Prabéh funkce

Extrémy funkce a 2. derivace

Pomoci 1. derivace Ize uréovat extrémy funkce, pokud vySetiime vlastnosti funkce v okoli
stacionarniho bodu. Pokud dochézi ke zméné znaménka prvni derivace funkce v okoli
stacionarniho bodu, pak v tomto bod¢ existuje extrém.

Lokalni extrém lze urcit pomoci 2. derivace, pokud je to vyhodné a jednodussi nez
znaménkové zmény pomoci 1. derivace. Pokud je vypocet 2. derivace jednodussi nez

uréovani znaménkové zmeény.

f(x)=%x3—x2+4 f'(x)=§x2—2x f”(x)=§x—2
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Z grafu funkce f (x), lze uréit, kde nabyva funkce kladnych hodnot, kde zapornych, kde je
rovna nule. Podle tohoto prib&hu mizeme uréit, kde je funkce f(x) monotonni a jeji lokalni
extrémy.

Pomoci grafu f (x) = gx — 2 ur¢ime extrémy funkce f(x).

Vx € (—=00,3) je f (x) < 0 - f(x) ma v tomto intervalu maximum.

Vx € (3,+) je f (x) > 0 - f(x) ma v tomto intervalu minimum.

Necht’ f'(x) = 0 a necht’ existuje v bodé x, druhd derivace.
Je-li f(x) < 0, ma funkce f'v bodé x ostré lokdlni maximum, je-li f (x) > 0, md funkce

fv bodé xy ostré lokdlni minimum.

Je-li £ (x) = 0, nelze o existenci lokélniho extrému rozhodnout. Potom je tieba zjistit

existenci extrému funkce pomoci znaménkové zmény 1. derivace v okoli bodu x,,.
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Konvexnost a konkavnost funkce

Grafy funkci mohou byt na svém definicnim oboru, nebo na podmnozing tohoto defini¢niho

oboru konkavni, nebo konvexni.

y y

konvexni

konkavni

Kdybychom sestrojovali k témto grafim te¢ny v libovolnych bodech, pak v prvnim ptipadé
vzdy lezi graf funkce nad te¢nou, ve druhém ptipad¢€ vzdy lezi graf funkce pod te¢nou.

Obe¢ dvé funkce jsou rostouci, ale z hlediska tecen jsou opacné.

Funkce f, kterd ma derivaci v bodé x, je v bodé [x,, f (xy)] konvexni, existuje-li takové
okoli U(xy) bodu x¢, fe Vx € U(xy), x # xq leZi body grafu funkce f nad te¢nou
sestrojenou v bodé [x,, f (x¢)].

Funkce f, kterd ma derivaci v bodé x, je v bodé [x,, f(xy)] konkdvni, existuje-li takové
okoli U(xg) bodu x, fe Vx € U(xy), x # x¢ leZi body grafu funkce f pod te¢nou

sestrojenou v bodé [xg, f (xy)].

Je-li f (x) > 0, pak je funkce fv bodé x, konvexni.
Je-li f (x) < 0, pak je funkce fv bodé x konkdvni.

Jestlize v kazdém bodé intervalu plati, % f (x) > 0, pak je funkce f'v intervalu konvexni.

Jestlite v kaidém bodé intervalu plati, ¥ f (x) < 0, pak je funkce f'v intervalu konkdvni.
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Inflexni body

y y

Oba grafy funkce maji tecnu. Graf funkce f piechézi z polohy nad te¢nou do polohy pod
te€nou. V levém okoli bodu x,, je funkce f konvexni, a v pravém okoli bodu x, je konkéavni.
Graf funkce g pfesné naopak.

Bod T je vyznamnym bodem grafli obou funkci, protoze je bodem, ve kterém grafy obou

funkci méni vyrazné sviij prabeh.

Necht’ funkce f mad v bodé x derivaci. Piechazi-li v tomto bodé graf funkce f z polohy nad
te¢nou do polohy pod tecnou nebo 7 polohy pod tecnou do polohy nad te¢nou nazyvime bod
X¢ inflexni bod funkce f.

V okoli inflexniho bodu x, bude 2. derivace funkce f (x) ménit znaménko, pokud bude
existovat.

f(x) se méni z plus na minus — konvexni na konkavni.

f(x) se méni z minus na plus — konkévni na konvexni.

Hodnota 2. derivace v inflexnim bodé€ bude rovna 0.

Je-li bod x inflexnim bodem funkce f a ma-li funkce fv tomto bodé druhou derivaci, pak
f () =0.

Obréacena véta neplati. ReSenim rovnice f (x) = 0 ziskame body, které by mohly byt body
inflexnimi. Jistotu ziskame az po zjisténi znaménkovych zmén druhé derivace v okoli téchto
bodu.

Necht’ funkce f ma druhou derivaci v kazdém bodé v okoli bodu U(x,, §). Necht’ tato
druhd derivace f(x) md v intervalech (xo — 8, x¢) a (xg, Xo + 8) riznd znaménka, pak

bod x je inflexnim bodem funkce f.
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Pribéh funkce — extrémy funkce pomoci 2. derivace
Varianta A

Pomoci druhé derivace ur¢ete maxima a minima funkce.

fiy=x*—2x3
Vysledek feseni:
f = x% — 3
f = 4x3 — 3x?
fx)=0

0 = 4x3 — 3x?
3
x> (4x—-3)=0=>x, = 0;x, =2

C . 3. "y L , .
Stacionarni body jsou x; = 0; x, = L Jsouto body podezielé z extrému funkce. Pomoci druhé

derivace zkoumejme vlastnosti téchto bodu:
f7=12x? — 6x
x1=0
f7(0)=12-02-6-0=0
Na zakladé€ vlastnosti 2. derivace nemizeme rozhodnout, zda v tomto bod¢ je maximum, nebo
minimum a musime si pomoci prvni derivaci:
f-D=4--1)°-3-(-1)’=-7=f(-1) <0
f(0,5)=4-(05)>-3-(0,5)?2=-0,25= (0,5 <0
Prvni derivace funkce neméni v okoli bodu x; = 0 znaménko, proto v tomto bod¢ funkce

nenabyva zadného extrému.

3
x2=Z

) =12-() -6 () =2=r©@>0
I\3) = 4 7)==/
Druha derivace funkce nabyva v bodé x, = % kladnych hodnot, proto funkce nabyva

v tomto bodé minima.
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Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C

Piiklady k procviceni:
1) Pomoci druhé derivace urcete maxima a minima funkce.
fiy=2x3—21x* — 48x + V10

[f: maximum v bod¢ x = —1, minimum v bod¢ x = 8]

2) Pomoci druhé derivace urete maxima a minima funkce.
fiy=6x3—12x+3

[ maximum v bodé x = —/2, minimum v bodé x = V2]

3) Pomoci druhé derivace urcete maxima a minima funkce.

2x?

x—1

fy=

[f: maximum v bod¢ x = 0 minimum v bod¢ x = 2]

4) Pomoci druhé derivace urcete maxima a minima funkce.
3x?
x—4

[f: maximum v bod¢ x = 8 minimum v bod¢ x = 0]

fiy=
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Prubéh funkce — konvexnost a konkavnost funkce
Varianta B

Urcete, ve kterych bodech a intervalech je funkce konvexni a konkavni.

Vysledek feseni:
Pro urceni konvexnosti a konkdvnosti funkce potiebujeme znat nulové body druhé derivace a
hodnoty druhé derivace funkce v okoli téchto bodi.
f,_2x-(x—4)—x2 _ x*—8x
(x —4)? (x —4)?
, (2x—-8)-(x—4)?—-(x*-8x)-2(x—4) 32

/ G4 "G
. 32
f :m,’x¢4
f”=0
32
m=0=>x=®

Nulové body druhé derivace neexistuji, ale od x = 4, ve kterém neni druha derivace funkce

definovana rozd¢€luje redlnou osu na dva intervaly s odlisSnymi vlastnostmi funkce.

Intervaly konvexnosti a konkavnosti.

X € (—;4)
Q) = (12)3 = — % < 0 = v tomto intervalu je funkce konkavni.
x € (4; +x)
f7(5) = (52)3 = 32 > 0 = v tomto intervalu je funkce konvexni.
Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C
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Priklady k procviceni:
1) Urcete, ve kterych bodech a intervalech je funkce konvexni a konkavni.
fiy=—x3+9x+1

[f: konkavni v intervalu (—oo; 0), konvexni v intervalu(0; +o0)]

2) Urcete, ve kterych bodech a intervalech je funkce konvexni a konkdvni.
x> +1
x—1

fiy=

[f: konkavni v intervalu (—oo; 1), konvexni v intervalu(1; +o0)]

3) Urcete, ve kterych bodech a intervalech je funkce konvexni a konkavni.
Inx
[y = ==

[f: konkavni v intervalu (0 ; i/;), konvexni v intervalu(%; +00)]

4) Urcete, ve kterych bodech a intervalech je funkce konvexni a konkavni.
fiy=e?
1

[f: konkavni v intervalu (— %; %), konvexni v intervalu(—oo ;= %) a (E; +00)]

133
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Pribéh funkce — inflexni body funkce
Varianta C

Urcete inflexni body funkce, pokud existuji.
fiy=2x3-3x*-336x+1

Vysledek feseni:
Necht’ funkce f ma druhou derivaci v kaidém bodé v okoli bodu U(x,, §). Necht’ tato
druhd derivace f~(x) md v intervalech (xo — 8, xo) a (X, Xo + 8) riiznd znaménka, pak
bod x je inflexnim bodem funkce f.
f =6x%?—6x—336
f=12x—-6
=0
12x—6=0=6-2x—1)=0

1
*=32

f(0)=12-0-6=—6=f"(x) <0
ff1)=12-1-6=6=>f"(x) >0

Bod x = % je inflexnim bodem funkce.

Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C

Priklady k procviceni:
1) Urcete inflexni body funkce, pokud existuji.
fiy=4x*—2x* —36x

i 1 N
[inflexni body funkce x = X =3 \/g]
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2) Urcete inflexni body funkce, pokud existuji.
fiy=—-x*—x3-6x

[inflexni body funkce x = —%; x = 0]

3) Urcete inflexni body funkce, pokud existuji.
f:y=sin(2x — 4)
[inflexni body funkce x = 2 + km; x = (g + 2) + k]

4) Urcete inflexni body funkce, pokud existuji.
f:y =cos(4x —2)

[inflexni body funkce x = (§+%)+k-§; x = (3?"+%)+k-§]
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Diferencialni pocet

Prabéh funkce

VySetiovani pritbéhu funkce

1. urceni defini¢niho oboru, vlastnost sudé, liché a periodické funkce.
2. body, ve kterych neni funkce definovana, ale ma v nich jednostranné limity, vypocet
téchto limit, limity v nevlastnich bodech, intervaly spojitosti.

praseciky s osami x, y, znaménka funkcnich hodnot.

4. vypocet 1. derivace, nulové body 1. derivace a body, ve kterych neni definovana
1. derivace.

5. lokalni extrémy, intervaly monotonnosti.

6. vypocet 2. derivace, nulové body 2. derivace a body, ve kterych neni definovana
2. derivace.

7. inflexni body, intervaly konvexnosti a konkdvnosti.

8. asymptoty.

9. obor hodnot.

10.  graf funkce.
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UZiti derivace pii vipoctu nékterych limit

L Hospitalovo pravidlo 1:

Necht’ lim,_,, f(x) = lim,_,, g(x) = 0 a necht’ existuje vlastni nebo nevlastni

lim f ()
x~a g (x)
Potom existuje také
im £
©a g(x)
a plati:
f@_ L f6

“ag(x)  xag (x)

L Hospitalovo pravidlo 2:

Necht’ lim,_,,|g(x)| = +o0 a necht’ existuje vlastni nebo nevlastni

lim 2 ()
x=a g (x)
Potom existuje také
lim £
xa g(x)
a plati:
L@ f @
im 1

ag()  xvag (x)

O lim,_,, f(x) nepfedpokladame nic, ani existenci této limity.
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Pribéh funkce
Varianta A

Vysetfi pribéh funkee: f:y = x3 — 2x
1) Definicni obor, sudost lichost, periodicnost.
D(f) =R
f(=x) = (—x)3 = 2(—x) = —x3 + 2x = —(x3 — 2x)
—f(x) = —(x3—2x) = —x3 + 2x
—f(x) = f(—x) = licha funkce

Funkce neni periodicka.

2) Body, ve kterych neni funkce definovdna, ale ma v nich jednostranné limity, vypocet
téchto limit, limity v nevlastnich bodech, intervaly spojitosti.
Funkce je definovand na vsech realnych cislech. Neni tFeba urcovat jednostranné limity.
Je spojita.

fiy=x3-2x

lim (x3 —2x) = lim [X3'<1—X£2>]=+00'(1—0)=+00

X—+00 X—>+4+00

2
lim (x3 —2x) = lim [x3~(1——2>] =—0:(1-0)=-0w
X——00 X—>—00 X

3) Pritseciky s osami x, y. Znaménka funkcénich hodnot.

Pruseciky s osou x:

fiy=2x3-2x
0=x3-2x
0=x-(x%2-2)

x1=0;x2=—\/§;x3=+\/§

Prusecik s osou y:
fiy=x3-2x
y=03-2-0=0
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Znaménka funkénich hodnot mezi nulovymi body:
fiy=x3—-2x
(—0; —V2) = f(~10) = (=10)3> — 2 - (=10) = —980 < 0
(—VZ;0) = f(-1)=(-1)3-2-(-1)=1>0
(0;V2)= f(D=(1)®-2-(1)=-1<0
(V2; +) = £(10) = (10)* — 2 - (10) = 980 > 0

4) Vypocet 1. derivace, nulové body 1. derivace a body, ve kterych neni definovina
1. derivace.
fiy=x3-2x
f =3x%2-2

0=3x2-2=3x%2=

2 2
R ERNNE

5) Lokalni extrémy, intervaly monotonnosti.

fiy=x3-2x
f =3x%2-2

= f(-1)=3-(-1)> -2 =1 > 0 = rostouci
= f(0) =3-(0)3 -2 =-2<0 = klesajici

.
Y

+o | f(1)=3-(1)3-2=1> 0= rostouci
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Extrémy:
[’ =6x
2 2
o\ - 3= 6-(— 3]< 0 = maximum funkce
2 2
f 3= 6 3]> 0 = minimum funkce

6) Vypocet 2. derivace, nulové body 2. derivace a body, ve kterych neni definovina
2. derivace.
fiy=2x3-2x
£ = 6x

0=6x=>x=0

7) Inflexni body, intervaly konvexnosti a konkdavnosti.
Z druhé derivace vyplyva, ze inflexnim bodem je bod x = 0.
(—2;0) = f"(-1) =6-(—1) < 0 > konkavni
(0;4) = f7(1) =6 (1) > 0 = konvexni

8) Asymptoty
fiy=x3-2x
x x3 —2x 2
a= lim IQ: lim gz lim (x? —2) = lim [x2-<1——2)] = 4o
x—+00 X xX—+00 X xX—+00 x—+o00 X

Asymptota se smérnici neexistuje.

Asymptota bez smérnice také neexistuje.

9) Obor hodnot
H(f) =R



10) Graf funkce

Diferencialni pocet

—V2

Priklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C

141
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Priklady k procviceni:
1) Urcete prubéh funkce a pokuste se nakreslit graf funkce.
fiy=x3—-2x>-5x+6

1) D(f) = R, ani suda ani lichd, funkce neni periodicka.

2) Funkce je spojita.
lim f(x) =+

X—+00

A, fG) =~

Nx1=-2;x%=1x3=3,y=6
(o0, =2) = f(x) <0
(=1 =fx)>0
(1;3)= f(x) <0
(3;+0) = f(x) >0

4)f =3x2—4x—-5

5

3
<2—\/ﬁ_2+\/ﬁ

<_m.ﬂ

) = rostouci

3 ; 3 ) = klesajici

<2+\/E
T—i_

oo) = rostouci

Extrémy:

_2-+19
3

_2+V19
=

X1 = maximum funkce

Xy = minimum funkce
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6)f =6x—4>x=1

2

7) Inflexni bod je x = 3

Wil N

=

2
(5; +00> = konvexni

) = konkivni

8) Asymptota se smérnici neexistuje. Asymptota bez smérnice také neexistuje.

9YH()=R
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2) Urcete priubéh funkce a pokuste se nakreslit graf funkce.
fiy=—x3-2x>+5x+6

1) D(f) = R, ani sudd ani lichd, funkce neni periodicka.

2) Funkce je spojita.
lim f(x) = —o

X—+00

lim f(x) =+
X——00

Nx;==3;,x,=—1,x3=2,y=6
(—00;=3) = f(x) > 0
(-3-1D)=>f(x) <0
-L2)=f(x)>0
(2;40) = f(x) <0

4 f =-3x>—4x+5

—-2++19 —2—-419
X1 = T:’ X2 = 3
5)
—2—v19 o
—OO;T = klesajici
—-2-+19 -2++19 ,
; = rostouci
3 3
-2 ++19 L,
T; +00 | = klesajici
Extrémy:
-2 —-+19 .
X = ————— = minimum funkce
—-2++19 ,
X, = ———— = maximum funkce

3
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6)f"=—6x—4:>x=—§

7) Inflexni bod je x = — g
(—oo; —§) = konvexni

2
<— 3 ; +00) = konkavni

8) Asymptota se smeérnici neexistuje. Asymptota bez smérnice také neexistuje.

9 H(f) =R
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3) Urcete priubéh funkce a pokuste se nakreslit graf funkce.

o <x - 1)2
fiy= x+1
1) D(f) = R — {—13}, Ani suda ani licha, funkce neni periodicka.

2) Funkce neni spojita. Bod nespojitosti je x = —1. Intervaly spojitosti jsou
(—o0; —1),(—1; +)

lim f(x) =+
X—>—1"
xEr—nl“‘f(x) =t

lim f(x) =1

X—+o00

Jim Q) =1

x;=1Ly=1
(=0 -1 = f(x) >0
-L1D)=fx)>0
(1;40) = f(x) >0

9
= 4x — 4
(x+1)3
x+-1,x =1
5)
(—o0; —1) = rostouci
(—=1;1) = klesajici
(1; +0) = rostouci
Extrémy:

x; = 1 = minimum funkce
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6)
”_16—8x_ 41 9
7) Inflexni bod neni.
(—o0; —2) = konvexni

(—=2; +) = konvexni

8) Asymptota se smernici je y = 1.Tato asymptota protne graf funkce v jednom bode.

Asymptota bez smérnice je x = —1.

9) H(f) = (0; +o0)
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4) Urcete priubéh funkce a pokuste se nakreslit graf funkce.

o (x-1)?
Fy="as1

1) D(f) = R. Ani sudd ani licha, funkce neni periodicka.

2) Funkce je spojita.
lim f(x) =1

X—+o00

Jim Q) =1

x;=1Ly=1
(o051 = f(x) >0
(1;40) = f(x) >0

4
,2-(x*=1)
f= (x2 4+ 1)?
X1 = _1, Xy, = 1
5)
(—o0; —1) = rostouci
(—1;1) = klesajici
(1; +00) = rostouci
Extrémy:
x; = —1 = maximum funkce
X, = 1 = mimimum funkce
6)

_4x-(3—-x?)

= 1 1) ;xlz—\/g;xzzx/g;x3:0
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7) Inflexni body jsou x; = —V/3; x, =V3; x3 =0
(—o0; —V3) = konvexni
(—V3;0) = konkavni
(0;V3) = konvexni
(V3; +0) = konkavni

8) Asymptota se smérnici je y = 1.Tato asymptota protne graf funkce v jednom bodeé.

Asymptota bez smérnice neexistuje.

9) H(f) =(0;2) — {1}
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Pribéh funkce
Varianta B

Vypoctéte nasledujici limitu podle L Hopitalova pravidla:

x—1

lim
x~1 Inx

150

Vysledek feseni:
x—1 1-1

0
xlE} Inx In1 0

; x ros N 0 ;o x s ves
Po dosazeni za proménnou X, dostavame neurcity vyraz 5+ Pro vypocet limity pouzijeme

prvniho L"Hopitalova pravidla.

lim @ = lim f'(x)
x>ag(x)  x-ag(x)

x—1

lim =lim-—=Ilimx =1
x—1 lnx x—-1 1 x—1

X

Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C

Priklady k procviceni:

1) Vypoctéte nasledujici limity podle L Hopitalova pravidla:

li x—3
xl£x2—8x+15
e*—-1

lim—
x-0 sin 2x

(=53 3]




2) Vypoctete nasledujici limity podle L Hopitalova pravidla:

1 Inx—1

im

x—elnZx +Inx —2
X-cosx —sinx

lim -
x—0 x-sinx

3) Vypoctéte nasledujici limity podle L Hopitalova pravidla:

4) Vypoctéte nasledujici limity podle L "Hopitalova pravidla:

I x-Inx—x+1
Pt (x—1) Inx

11
lim (— — — )
x-0 \X sin x

Diferencialni pocet
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Pribéh funkce
Varianta C

Vypoctéte nasledujici limitu podle L Hopitalova pravidla:
1 x-Inx
oo x2+x+1

Vysledek feseni:
I x-Ilnx I x-Inx I Inx +00
im —— = lim = lim =
xotox2 + x4+ 1 x-otoo 1, 1\ xo+o 1, 1) 4o
xz-(1+E+F) X'(1+E+?)

. y o wiir ot NSV TN yo
Po dosazeni za proménnou X, dostdvame neurcity vyraz —o- Pro vypocet limity pouzijeme

druhého L "Hopitalova pravidla.

lim f@) = lim G
oag(x)  xoag ()
x-lnx . Inx+1 +oo

im ————= lim =
xotox?4+x+1 x-40 2x+1 4o

L’Hopitalova pravidlo pouzijeme jesté jednou.

[RIm

Inx+1 I _ _o
x—IEIOO 2x+1 _x—1>r+noo 2 x—lglooz -

Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C

Priklady k procviceni:

1) Vypoctéte nasledujici limity podle L "Hopitalova pravidla:
. Inx
lim —

xX—>+ 00 \/E
[0]
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2) Vypoctete nasledujici limity podle L Hopitalova pravidla:
2
x

x—+0o eX

[0]
3) Vypoctéte nasledujici limity podle L "Hopitalova pravidla:
In(e* —1)
im ——
x-0*  Inx
[1]
4) Vypoctete nasledujici limity podle L Hopitalova pravidla
tg3x

1m
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Diferencialni pocet

Uziti diferencialniho poctu

Tecna a normadla grafu funkce

Nalezeni rovnice te¢ny a normdly grafu dané funkce pomoci diferencidlniho poctu. Te¢na a
normala grafu funkce jsou k sobé kolmé.

Maji-li ptimky p, ¢ po fad€ smérnice k4, k, pak plati:

plgqe k- k,=-1

Oznac¢ime-li k; smérnici teny a k,, smérnici normaly ke grafu funkce y = f(x) v jeho bodé

[x0, Vo] pak plati:

k= — o=
n kt_ f (xo)
f,(xo)th

Pro rovnici te¢ny dostavame:

y_J’o:f’(xo)'(x_xo)

Pro rovnici normdly dostavame:

1
y—Yo = o) (x — xo)

Obsahy a obvody rovinnych tutvarii

U rovinnych utvart se setkavame se dvéma typy uloh.
1) Hledame ttvar, ktery mé pfi daném obvodu maximalni obsah.

2) Vepisujeme do daného ttvaru jiny ttvar maximalniho obsahu.

Povrchy a objemy téles

U téles hledame tvar t¢lesa, které bude mit minimalni povrch pfi daném objemu. Nebo
nalezeni télesa s maximalnim objemem pi1 daném povrchu. Piipadné vepsat danému télesu

jiné téleso maximalniho objemu.
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Uziti diferencialniho poctu
Varianta A

Ve kterém bodé ma graf funkce f:y = Vx? — 4 te¢nu se smérnici 2? NapiSte rovnici te¢ny a

normaly v tomto bodé¢.

Vysledek feseni:

fy =3

f'(xo) =2
, X
F= x? -4
%o =2>x) = ii
Xo2 — 4 V3
Hledanou soutadnici bodu x, je
4
Xy = +ﬁ
ANt 2
n=H) 4=

Teény bod, ktery lezi na grafu funkce f:y = Vx2 —4je, T = [\7—5; j_g]
Rovnice tecny:
Y=o = f(x0) - (x — x0)
7o)
—_——_—— = lx ——
"B V3
2 6 2 6
= X —— = LX — —_—
g 3 "3

Rovnice normadly:

1 4 8
y=—=x+—==>x+2y——=0

] V3
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Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C

Piiklady k procviceni:
1) Ve kterém bod& mé graf funkce f:y = 3x% — 3x + 2 te¢nu se smérnici 3? Napiste rovnici
te¢ny a normaly v tomto bod¢.

[y=3x—1;3y+x—-7=0;T[1;2]]

2) Ve kterém bodé ma graf funkce f:y = 1 — 2x + 4x? teénu se smérnici —6? Napiste

rovnici teény a normaly v tomto bod¢.

[y = —6x;2x = 12y + 37 = 0;T [~ 3;1]]

3) Urcete rovnici te¢ny a normaly v bod¢€ x; = —1, kiivky
2(x+1)
Y= r2x+2
[y=2x+2;x+2y+1=0;T[-1;0]]

4) Urcete rovnici tecny a normaly v bodé x; = 2, kiivky
_x(x—1)
ox+1

[9y = 7x — 8;2x — 12y + 37 = 0;T |22
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Uziti diferencialniho poctu
Varianta B

Do kruhu o poloméru r = 10cm vepiste obdélnik nejvétsiho obsahu.

a’? = 4r? — b?

a =+/4r2 — b2

2r b

Vysledek feseni:
Obvod kruhu O = 2w - r
Obsah obdélniku S =a - b
a’ = 4r? — p?
Vzorec pro vypocet obsahu obdélnikt je piedpis funkce, ktera obsahuje dvé neznamé, a, b
kdy jednu proménnou musime nahradit pomoci zndmych veli¢in, abychom dostali funkci
jedné nezndmé.
S=+4r2—->b%2-p
Postupujeme pfi vypoctu, jako bychom hledali maximum dané funkce (obsah mé byt co
nejvetsi), neznama je strana b.
—b 4r? — 2p?
S,=\/4rz—_bz+b.\/4r2—b2 =\/4r2—b2
4r? — 2p? _o
Var? — p?
4r2 =22 b =712

Ovéiime, zda stacionarni bod je opravdu bodem maxima.
—12br? + 2b3
V4r2 — b2 - (4r2 — b?)

S(b) =
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—12(r -NZ)r2 + 2(r - V2)’
Jirt ) (12— 2

= v bodé b = r - V2 existuje maximum

s”(r-v2) =

<0

a? = 4r? — p?
2
a?=4r2—(r-v2) sa=r-V2

Obdélnik nejvétsiho obsahu bude &tverec o strand a = 10 - /2 .

Priklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C

Priklady k procviceni:
1) Do kruhu o poloméru r = 5¢cm vepiste obdélnik nejvétsiho obvodu.

[Obdélni nejvétsiho obvodu bude &tverec o strané a = 5 - V2 ]

2) Do ptlkruhu o poloméru r = 6cm vepiste obdélnik nejvétsiho obsahu.

[Obdélni nejvétsiho obsahu o strandacha = 3 -V2; b = 6 - /2]

3) Urcete rozméry obdélnikového dvora s co nejvétsim obsahem, mame-li k oploceni 200 m
pletiva a jednu stranu dvora tvoii sténa budovy.

[a=50m; b =100m]

4) Pidorys divadelniho jevisté je sjednocenim obdélniku a ptlkruhu. Obvod pidorysu je 40
m. Urcete rozméry pudorysu, vite-1i, Zze byly stanoveny tak, aby obsah ptidorysu jevisté byl co
nejvetsi.

40

[T' 4+m

—
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Uziti diferencialniho poctu
Varianta C

Do koule o poloméru r = 10cm vepiste vélec nejvétsiho povrchu.

Vysledek feseni:
Povrchvalce S = 2n-R?>+2n-R-v=2n-R- (R +v)
32 v?

r2=R2+(§) :>R2=r2—z

Vzorec pro vypocet povrchu vélce je predpis funkce, kterd obsahuje dvé neznamé, R, v kdy
jednu proménnou musime nahradit pomoci znamych veli€in, abychom dostali funkci jedné

neznameé.

.y , v s , vz_z , m]z_l_z , v
=2m-(r" - mev 18— =2mer > A

Postupujeme pii vypoctu, jako bychom hledali maximum dané funkce (povrch ma byt co

2
2 20
2T <r 2)

172
x

=

nejvetsi), nezndma je vyska valce v.

§S'=-nmv+

r2 —

2 (r
—nv + =0

TZ—T
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2v/5

Svt—20r2vi +16r*=0=vf, =2r* + Trz
v?, =50+ 10V5
Ovétime, zda stacionarni bod je opravdu bodem maxima.

v? =504 10V5
2m-(25-32) 38

S(8) = -8+ =——7n<0
®) V25 —16 3
2w - (25 — 40,5
S’(9) = -9 + ( )>0

\25—20,25

= v bodé vi = 50 + 10V5 neexistuje maximum

vZ =50 —10V5
) 2m - (25— 8)
S(4) = —4n+——u">0
25— 4
2m - (25 —18)
S°(6) = —6m +
() V25-9

= v bodé v = 50 — 10V5 existuje maximum

2

v
R? =72 ——
4

5v5
R = 12,5 +T

Vilec nejvetsiho povrchu bude o rozmérech

5V5
v? =50—10V5; R = 125+ —-

Piiklad:
Varianta A
Varianta B

Varianta C
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Priklady k procviceni:
1) Do koule o poloméru r = 10cm vepiste rotacni kuzel nejvétsiho objemu.

[v= %cm, R = %ﬁcm]
2) Drat délky 5 m rozdélte na dva dily. Z jednoho dilu ud€lejte kruznici, z druhého Etverec.

Vypoctéte pomer délek obou dilti dratu, ma-li byt soucet obsahti kruhu a ¢tverce nejvetsi.

[x: (5 —x) = 4:m]

3) Z kmene tvaru rota¢niho komolého kuzele délky 20 m a pramérd 1 m a 0,5 m mame
vytesat trdm ¢tvercového prufezu tak, aby mél nejvetsi objem.

[a=Sm

4
4) Plechovy zlab ma priifez rovnoramenného lichobézniku. Mensi zdkladna a obé ramena
maji stejnou délku 30 cm. Jak Siroky musi byt Zlab nahofe, aby pojal co nejvice vody.

[60cm]



