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2 Analyticka geometrie

Uvod

Vytvoreny vyukovy materidl pokryvd predmét matematika, ktera je wvyulovdna v osnovach
a tematickych planech na gymnaziich nizSiho a vys$$iho stupné. Mohou ho vSak vyuzit vSechny
stfedni a zakladni Skoly, kde je vyu€ovan pfedmét matematika, a které maji dostateéné technické
vybaveni a zazemi.

Cilova skupina:

Podle chapani a schopnosti studentu je stanovena uroven narocnosti vzdélavaciho planu a vyukovych
materialG. Zvlasté vyhodné jsou tyto materialy pro studenty s individualnim studijnim planem, ktefi se
nemohou pravidelné zuc&astriovat vyuky. Tito studenti mohou s pomoci nasich vyukovych materialt
Castecné kompenzovat svou neucast ve vyu€ovaném piredmeétu matematika, formou e-learningového
studia.
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Analyticka geometrie

Souradnice

Soustava souradnic na primce

Na libovolné piimce p zvolime bod O a bod | tak, aby |Ol|=1. Pak kazdému bodu X této
piimky pfifadime realné ¢islo x = |OX|, pokud bod X lezi na polopiimce Ol, nebo ¢islo
x = —|0X|, pokud bod X lezi na polopiimce opa¢né. Tuto piimku nazyvame CISELNOU

OSOU, bod O se nazyva pocatek soustavy souradnic na piimce p.

[x]

I[1]
0[0]

Soustava souradnic v roviné

Dvojice ¢iselnych os X, y v roving, pro které plati
— ob¢ osy jsou navzdjem kolmé
—jejich priseciku O odpovidéa na obou oséch cislo 0,

se nazyva KARTEZSKA SOUSTAVA soufadnic v roviné a oznac¢uje se Oy,. Bod O je

pocatek kartézské soustavy soufadnic, pfimky X, Y se nazyvaji soufadnicoveé osy.

Alx; y] dvojice je uspotadand = soutadnice nelze zaménit!
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W

=5

Soustava souradnic v prostoru

Trojice Ciselnych os x, y, z v prostoru takovych, zZe

— kazdé dve osy jsou navzajem kolmé

— vSechny prochazeji jednim bodem

—na vSech osach je bodu O pfitfazeno ¢islo 0,
se nazyva kartézska soustava soufadnic Oy,. Bod O nazyvame pocatek, ptimky x; y; z se
nazyvaji soufadnicové osy. Roviny ur¢ené dvojicemi soufadnicovych os se nazyvaji

soufadnicové roviny.

Pravotociva soustava soufadnic:
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Levotociva soustava soufadnic:

Vzdalenost bodu v roviné

Alay; ay]; Blby; by]
Podle Pythagorovy véty: |AB|? = (b; — a;)? + (b, — a)?

= ||AB| = /(b — a;)? + (by — ay)?

m

|

|

|

1

1

1

1

@,
i

! — !

|

1

I

I

L I
1

1

|

|

|

|

|

I

I

[

——————

o}
u_..
—

Vzdalenost bodu v prostoru
Alay; ay; asl; B[by; by; bs]

=||AB| = /(b1 — a1)? + (b — ap)? + (b3 — a3)?
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Stred usecky

déli usecku na 2 stejné ¢asti

A+B

g =4%5
2

a1+b1 i a2+b2]

v rovingé: S [ ;
2 2

m

————— e ———

W

e
-

o
"y

>

V prostoru:

a1+b1 . a2+b2 . a3+b3
S 2 7 2 7 2



Analyticka geometrie

Souradnice
Varianta A

Vypoditejte souradnice stiedu useéky AB: A[3; 6; —2]; B[—1; 2; 8]

Priklad:

Resent:

a1+b1 . a2+b2 . a3+b3
S o2 2

5[3 1. 6+2 —2+8]

S[1; 4; 3]

Priklad:

Varianta A
] Vysledek feseni: S[1; 4; 3]
Varianta B

Varianta C

Priklady k procviceni:

1.) Vypocitejte vzdalenost bodi C; D: C[4; 2; —1]; D[—1; 0; 3]

Reseni: |CD| = 3V/5

2.) Vypoctitejte vzdalenost bodt A, B: A[2; 9]; B[—2; 6]

Reseni: |AB| =5

3.) Vypocitejte délky stran trojithelniku ABC a rozhodnéte, zda je pravouthly.
A[1;2; —=3];B[4; —2; —3];C[1;3; —5]

Reseni: |AB| = 5; |AC| = V/5; |BC| = +/38 = trojuhelnik neni pravouhly
(neplati Pythagorova véta).

4.) Urcete, ktery z bodli A; B; C mé nejmensi vzdalenost od bodu K.
A[3;1; —6]; B[4;5; —10]; C[7;1; =3]; K[0; —1; —3]

Reseni: Bod A.
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Souradnice
Varianta B

Sestrojte pravidelny Sestithelnik KLMNOP tak, aby stied kruznice byl v pocatku O kartézské
soustavy soufadnic, aby prvni vrchol byl bod K[4;0] a aby pro bod L [1;; 15]

platilo 1,>O. Urcete soufadnice vSech vrcholil Sestitthelniku.

Reseni:
M, L
N
N Loy K X
'D A
|KL|> = |LLo|* + |LoK|?
ILLo| = V/IKLIZ — |LoK]?
|LLy| = /42 —22 =12 =23
Priklad:
Varianta A
) Vysledek feseni:
Varianta B

L[2; 2v3]; M[-2; 2V/3]; N[-4; 0]; 0[-2; —2+/3]; P[2; —2+/3]

Varianta C
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Piiklady k procviceni:

1.)Ve volném rovnob&zném promitani zobrazte krychli ABCDEFGH;

A[0; 4;0]; B[4; 4; 0]; C[4; 0; 0] . Zapiste soutadnice ostatnich vrcholi krychle.
Reseni: D[0; 0; 0]; E[0; 4; 4]; F[4; 4; 4]; G[4; 0; 4]; H[0; 0; 4]

2.) Ve volném rovnobé&zném promitani zobrazte kvadr ABCDEFGH;

A[2; —2;0]; B[2;4;0]; C[—1; 4; 0] , jeho vyska je 6. Urcete soutadnice zbyvajicich vrcholu.
Reseni: D[—1; —2;0]; E[2; —2; 6]; F[2;4;6]; G[—1;4; 6]; H[—-1; —2; 6]

3.) Urcete obraz bodu K ve stfedové soumérnosti se sttedem S; S[2; 5; 3]; K[4; 2; —1]
Reseni: M'[0; 8; 7]

4.) Vypocitejte délku téznice t. trojuhelniku ABC. A[—5; —3]; B[3; —1]; C[2; 4]
Resent: |t.| = V45 = 3V/5
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Souradnice
Varianta C

Urcete Cislo r tak, aby vzdalenost bodu

C[2m — 2;2;1]; D[2;m + 5; —1] byla 24/11.

Priklad:

JR=-2m+22+(m+5-2)2+(-1-1)2 =211
16 —16m+4m?+m? +6m+9+4 = 44
5m2 —10m—15=0

m?>-2m—-3=0=>m=3vm=-1
Varianta A
. Vysledek feSeniim =3 vm = —1
Varianta B
Varianta C

Piiklady k procviceni:

1.) Na ose y uréete bod Y tak, aby jeho vzdalenost od bodu A[3;5] byla v10.

Reseni: Y;[0; 6]; Y,[0; 4]

2.) Na ose x najdéte bod X tak, aby mél od bodu A dvakrat vétsi vzdalenost nez od bodu B.
A[-3;2;2];B[2;1; —2].

Reseni: X;[1;001]; X, [1?9; 0; 0]

3.) V kartézské soustavé soufadnic Oy, zakreslete pravidelny ¢tyfboky jehlan ABCDV, jehoz
vyska je 6 a zapiSte soufadnice bodu V. A[0; 4; 0]; B[4; 4; 0]; D[0; 0; 0]

Reseni: V[2;2; 6]

4.) Jsou dany body S;; S,. K libovolnému bodu A urcete jeho obraz A; ve stfedové
soumeérnosti se sttedem S;. Pak najdéte obraz bodu A; ve stiedové soumérnosti se sttedem S;
a tento obraz oznacte A,. UrCete vzdalenost bodu A; A,.

5:[5; =3;2]; S,[6;1; —1]; Alx; y; 2]

Reseni: A;[10 —x; —6 —y;4 — z]; Ay[x +2; v+ 8;z— 6] = |AA,| = V104 = 2+/26
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Vektory

Orientovans usetka AB je usecka AB, jejiz krajni body maji urené potradi. Bod A je

pocateéni bod, bod B je koncovy bod orientované usecky. Velikost orientované usecky je
vzdalenost bodii A, B. Nulové orientovana usecka ma poc¢atecni bod totozny s koncovym
bodem. Jeji velikost je nula.

Nenulovy vektor je mnozina vSech nenulovych orientovanych usecek, které maji stejnou
velikost a stejny smér.

Dva vektory 4 = B — A; ¥ = D — C maji stejny smér, jestlize

a) polopfimky AB; CD jsou rovnobézné a ob¢ lezi ve stejné poloroving€ s hrani¢ni ptimkou
AC.

b) pfimky AB; CD jsou totozné a prunikem polopiimek AB;CD je opét polopiimka.
Nulovy vektor je mnozina v8ech nulovych orientovanych tisecek, zna¢ime ho 6.

—_
Kazdou orientovanou Gsecku AB , ktera piedstavuje vektor U, nazyvame umisténim vektoru

—

>




Souradnice vektoru

Je-1i vektor U uréen orientovanou useckou AB, pak U = B — A.

B[by; by;1; Alay; ap] u(uy; uy) = (by — ay; by — ay)

Analyticka geometrie

B=A+ 1u

Operace s vektory

Soudet vektoru

L
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<l

Pro kazdé dva vektory v rovin€ nebo prostoru plati:

U+v=v+1u

Pro kazdé ti1 vektory v rovin€ nebo prostoru plati:
WU+)+w=u+@W+w)

S¢itani vektoru ke komutativni a asociativni.

Je-liu = B — A, pak vektor A — B je opa¢ny k U a zna¢ime ho —u.
u+0o=1u
u+(-u)=o0

Rozdil vektora

vV—uU=7v+(-1u)
V-1 = (v —up v — Up)

w
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Nasobeni vektoru ¢islem

Nasobek nenulového vektoru i = AB realnym cislem k je vektor AC, kde C je bod, pro ktery
plati:
a) |AC| =k - |AB|
b) je-li k = 0, lezi bod C na polopiimce AB
Je-li k < 0, leZi bod C na polopiimce opacné k polopiimce AB
v = ki = (kuy; ku,)

Plati: pro kazdé dva vektory U, U a kazdé k,l € R

0-ui=20

(- -u=-u

k-(l-w)=(kD)-u asociativnost nasobeni vektoru ¢islem
k-(u+7v)=ku+kv distributivnost ndsobeni souc¢tu vektoru ¢islem
(k+D-u=ku+lu distributivnost nasobeni vektoru soudtem &isel

Linearni kombinace vektoru

Linearni kombinaci vektort i, U, W je vektora -+ b- v+ c-w, kde a,b,c € R. Lze

vytvofit linearni kombinaci libovolného poctu vektorti. Linearni kombinace jednoho vektoru

je jeho realny nasobek.

Vektory se nazyvaji linedrné zavislé prave tehdy, kdyz Ize jeden z nich vyjadrit jako linearni

kombinaci ostatnich. Nejsou-li vektory linearné zavislé, nazyvaji se linearné nezavislé.

Skalarni soucin vektoru

Velikost vektoru i je velikost kterékoliv orientované isecky A—B), ktera je jeho umisténim.

Plati:

—

lu| = |ﬁ | = |B — A| . Jednotkovy vektor ma velikost 1, nulovy vektor ma velikost 0.
Pro kazdy vektor i = (uy; u,) v roviné plati:|u| = \/m )

Pro kazdy vektor & = (uy; u,; uz) v prostoru plati: || = \/m .

Skalarni sou¢in i - ¥ dvou nenulovych vektort je redlné &islo, které je rovno soudinu

velikosti téchto vektort a kosinu velikosti thlu @, ktery tyto vektory sviraji.
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—

- — -
u-v= |ul-|v|-cosp

Pravidlo pro vypocet skalarniho sou¢inu vektorti i = (uj; u,); ¥ = (v4; v,) v roving:

|ﬁ'1_7) == ‘u,1171 +u2172|

Pravidlo pro vypocet skalarniho sou¢inu vektort & = (uy; uy; u3); v = (vq; vy; v3)

Vv prostoru:

ﬁ . 17 == u1U1 + uzvz + U,3U3

Vlastnosti skalarniho soucinu

U-v=v-u komutativnost skalarniho sou¢inu vektor

(kw) - v=k(u-v) asociativnost skalarniho sou¢inu vzhledem k nasobeni
Cislem

U+v) Ww=u-w+v-w distributivnost skalarniho sou¢inu vzhledem ke s¢itani
vektorti

u-u=u?=|ul?

Velikost tthlu dvou vektorii U, U 1ze ur¢it pouzitim skalarniho souéinu:

u-v Uv1+uUl vy u-v U1V, +uUzvx+uU3v3
cosQ = = v cosQp = =

1l ,u%+u%- vZ+v2 -9 Ju%+u§+u§-\/v%+v§+v§

Vektorovy soudin

Vektorovy souéin dvou vektorti i, U , které nelezi v jedné piimcee, je vektor w, pro ktery plati:
a) vektor W je kolmy k ob&éma vektorim u, v
b) vektor W je orientovan vici vektort U, ¥ pravoto¢ivé, tedy podle pravidla pravé ruky

o —

c) [wW| = |ul - |¥] - sing , kde ¢ je uhel vektora U, ¥.
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+ + + + + + I
+ ¥ £3 ¥ +
|
|
|
|
T T T T 1 +
1
1
1
1
+ T + + 1 +
|
|
|
—
+ w -I- + + 1 +
1
1
1
+ -I- + + 1 +
|
|
|
+ ‘1 -————t—-—-—-—t——-——_———— +
v
F
I
u
+ + + + + + +

Vektorovy soucin dvou vektord, které lezi v jedné piimce, je nulovy vektor.

Vektorovy souéin U x ¥ = W = (UyV3 — UzVy; UsVy — UyVs; UgVy — UpDy)

Piiklad: 1u(3;2;1); v(—2;4;6)
GxP=(2-6—4-1,1-(=2)—6-3;3-4—(=2)-2) = (8 —20;16)~(2; —5; 4)

Uziti vektorového soucinu:

1. pfi urceni vektoru kolmého ke dvéma danym vektorim
2. pii1 vypoctu obsahu rovnobézniku ABCD, popf. trojuhelniku ABC
Obsah rovnobé&Zzniku ABCD je S = |1 x 7|

Obsah trojuhelniku ABC je S = = |u x V|

N |-
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SmiSeny soudin

SmiSeny sou¢in vektorti #, ¥, w v tomto poradi je &islo, které vypoéteme (U x ¥) - w.

Uziti smiSeného soudinu:

Pro objem rovnobéznosténu ABCDEFGH plati:

Vascperen = | x V) - W] , kde il = E; U= R; w = AE.

Objem trojbokého hranolu je roven poloviné objemu rovnobéznosténu.
Objem trojbokého jehlanu je roven tfetiné objemu rovnob&znosténu.

Objem Ctyfsténu je roven Sestiné objemu rovnobéZznosténu.
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Vektory
Varianta A
Jsou dany body A[3; 3]; B[5; 4]; C[7; 5].

a) Rozhodnéte, zda body A, B, C lezi na piimce
b) Urcete Cislo y, € R tak, aby bod D[—3; yp] lezel na pfimce AB.

Piiklad:
a) Lezi-li body A, B, C na jedné piimce, musi platit, Ze AC =k-A4B .
AC = (4;2); AB = (2;1) = AC = 2-AB = body A; B; C lei v jedné pfimce
b) Ma-li bod D lezet na ptimce AB, musi platit AD =k -AB
6 _ yp-3

AB = (2;1); AD = (—=6; yp —3) > —= = =y, =0

2 1

Piiklad:
Varianta A
. Vysledek feseni: a) body A; B; C lezi v jedné ptimce
Varianta B
b =0
Varianta C ) ¥p

Priklady k procviceni:
1.) Vektor Z = (2; 10) zapiste jako linedrni kombinaci vektort u = (1;3); ¥ = (—2; 2).

ReSeni: Z=3uU +-v

N |

2.) Urcete Cislo y € R tak, aby velikost vektoru Z = (6; y) byla 10.

Reseni: y; =8 vy, = —8

3.) V trojihelniku ABC oznaéte vektory 4 = C — B; ¥ = C — A. Jako linearni kombinaci
vektoril U; ¥ zapiSte nasledujici vektory:

ay\w; =B —A

byw, = A; — A, kde A, je stied strany BC.

Reseni: a) W, = —i + ¥; b)w, = —%TZ + v

4.) Je dan vektor X = (—1; 2; 3). Urcete p € R tak, aby vektor y = (17; p; 3) byl kolmy
k vektoru X.

Reseni: p = 4
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Vektory

Varianta B

Je dén vektor & = (V3; —1). Urcete soutadnice vektoru ¥, ktery svira s vektorem u tthel 60°

a jehoz velikost je 4.

Piiklad:
cosp = 22
P = T
V3w —v
cos60° = L2 12 +v,2=4

= —="" A
V3+1'\/V12+U22

1 3Bwv-v
S=— v, =3 v, — 4

Dosadime do vztahu pro velikost vektoru v

\/v12+(\/§-vl—4)2=4\2

v,% + 31,2 — 8V/3v, + 16 = 16
1712_2\/§U1=0

Ul'(vl—Z\/?:O) = 1.7120 VU1:2\/§
7, = (0; —4); v; = (2v3;2)

Piiklad:

Varianta A

Varianta B Vysledek feseni: 7; = (0; —4); 75 = (2V3;2)
Varianta C

Piiklady k procviceni:

1.) Je dan vektor @ = (3; 2). Uréete n € R tak, aby pro vektor b= (6;n) platilo |B —d|=5.
Reseni:n, = —2; n, = 6

2.)Ur&ete vektor € tak, aby platilo € L f A |é| = 445, kde f = (3;6).

Reseni: e; = (8; —4); e, = (—8;4)

3.) Jsou dany body A[4; 1]; S[6; 2]. Ur¢ete soufadnice bodu B, C, D tak, aby ¢tyfahelnik
ABCD byl ¢tverec. Bod S je stied ctverce.

Reseni: B[7;0]; C[8; 3]; D[5; 4]
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4.) Jsou dany body A[3; 1]; B[—1; 3]. Urcete bod C tak, aby platilo:
a) bod C lezi na ose x a |£ACB| = 90°

b) bod C lezi na ose y a |[£BAC| = 90°

Reseni: a) C;[0;0]; C,[2; 0]; b) C;[0; —5]
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Vektory
Varianta C
Jsou dany body A[1; 2; 3]; B[—4; 5; 6]; C[4; 3; 2].

a) Dokazte, ze body A, B, C tvofi trojuhelnik.
b) Urcete realna ¢isla m, n, k, [ tak, aby body K[0; m; n]; L[k; [; 6] leZely na pfimce AB.

Piiklad:

a) Body A, B, C tvofi trojuhelnik, jestlize vektor AC neni nasobkem vektoru AB.
E(—S; 3;3); R(Z%; 1; —1). Vektor AC neni nasobkem vektoru E, proto body A, B, C
tvoii trojuhelnik.

b) AK musi byt nasobek vektoru A_B), ﬁ(—S; 3;3); ﬁ(—l; m—2;n—3)

-1 m-2 n-3 13 18
—_— —= ﬁm:—’nz—
-5 3 3 5 5
AL musi byt nasobek vektoru ﬁ, ﬁ(k -1;1-2; 3)
Ml ok=-41=6
-5 3
Piiklad:
Varianta A = »
Varianta B Vysledek feSeni: m = —n=_ k=-41=6
Varianta C

Priklady k procviceni:

1.) Jsou dany vektory 1 (2; 3; 4); ¥(—2; m; 0). Urlete hodnotu parametru m € R tak, aby
platilo | x ¥| = 4V6.

1

ReSeni: my; = —1,m, = 3

2.) Na ose z urcete bod V tak, aby objem ctyi'sténu ABCDV, kde
A[2; —3;1],B[1;0;3],C[3;1; —1] byl 14.
Reseni: Z,[0; 0; 7], Z,[0; 0; 17]
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3.) Na ose y urcete bod C tak, aby obsah trojihelniku ABC byl 10. A[2; 1; 0], B[2; 2; 3].
Regeni: C;[0; 1 + 2v10; 0], C,[0; 1 — 2v/10, 0]
4.) Je dan vektor d(3; 2). Uréete p € R tak, aby pro vektor b(p; —2) platilo |3d + E| =5.

Redeni: p; = —12,p, = —6
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Primka
Pfimka je dana dvéma riznymi body A, B.

Vektor i = B — A se nazyva smérovy vektor pfimky AB.

€]
w

Pfimka ma nekone¢né mnoho smérovych vektort, 1ze ji totiz urcit pomoci nekonecného poctu

dvojic bodi.

1.)_Parametricka rovnice primky

Parametricka rovnice piimky AB je rovnice

X=A+tuteRr

Proménna t se nazyva parametr. Kazdé hodnot¢ parametru t odpovida jeden bod pfimky
AB.

Je-li t z mnoziny vSech nezapornych ¢isel, jde o vyjadieni poloptimky AB, je-li

t € (0; 1), jde o vyjadieni usecky AB, je-li t z mnoziny v§ech nekladnych ¢isel,

jde o polopiimku opa¢nou k poloptimce AB.

M¢é&jme v roviné body Alaq; a,]; X[x; y] a vektor i = (uy; u,). Rovnici piimky

X = A+ tuU; t € R lze rozepsat do soustavy rovnic s parametrem t:

x=a; +ty

y=a,+tu,t€R
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Obecna rovnice piimky ma tvar ax + by + ¢ = 0, kde a, b, c € R a alespoii jedna

2.) Obecné rovnice primky

z konstant a, b je nenulova.

n(a; b) je normélovy vektor = je kolmy na smérovy vektor ptimky = skalarni sou¢in 71 a U je
nula.
> 7-AX =0

a(x—a;)+b(y—a,)=0

ax + by —aa; —ba, =0 =>|ax+by+c=O,kdecz—aal—baz
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3.) Smérnicovy tvar rovnice primky

y=kx+q

q y=kx

—
L'

Rovnice |y = kx + q|se nazyva smernicovy tvar rovnice ptimky. Cislo k je smérnice
pfimky.
c

a
k—_;,q__;

Smérnice piimky je rovna tge, kde ¢ je odchylka ptimky od kladné poloosy x.
Ptfimka rovnobéZzna s osou y nema zadnou smérnici, smernicovy tvar neexistuje.
Uz

Pfimka se smérovym vektorem i = (u;; u,) ma smérnici k = —.
1

o , o ;1
Ptimka kolma na ptimku y = kx + g ma smérnici P
Dv¢ pfimky jsou rovnobézné prave tehdy, jsou-li bud’ obé rovnobézné s osou y, nebo jsou

ob¢ riiznobézné s osou y a maji stejnou smernici.

4.) Usekovy tvar rovnice pfimky

Ziskame z obecné rovnice piimky tak, ze ji vydélime ¢islem —c # 0.

%-I—% =1,p # 0 Aq # 0|, kde P[p; 0]; Q[O; q] jsou pruseciky s osami soustavy

soufadnic.
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Primka

Je déna pfimka p . Sestavte jeji parametrické rovnice, obecnou rovnici, zapiste ji ve
smérnicovém a usekovém tvaru, pokud existuji.

a) Piimka p je dana bodem A[5; 3] a smérovym vektorem # = (2; 1).

b) Piimka p je dana bodem B[3; 0] a normalovym vektorem 71 = (3; —2).

Priiklad:
Resent:

a) parametrické rovnice: x = 5 + 2t

y=3+tt€ER

obecné rovnice: normalovy vektor 1 = (1; —2) = x — 2y + ¢ = 0, pro vypocet ¢

dosadime za x a y soufadnice boduA=5—-6+c=0 = c=1 =2x—-2y+1=0

smérnicovy tvar: y = %x + g, pro vypocet q dosadime do rovnice bod A = g = %
1 1
=y = Ex + E
usekovy tvar: prisecik s osou x: X[—1; 0]
sosouy:Y [0; %]

X y=1

-1 0,5

b) parametrické rovnice: 4 = (2;3) > x =3+ 2t;y = 3t;t €ER

obecnd rovnice: 3x — 2y + ¢ = 0, po dosazeni boduB=c = -9 = 3x — 2y — 9 = 0.

e 3 . 9 3 9
smérnicovy tvar: y = ~x + ¢, po dosazeni bodu B = q = —o DY =oXx—

, , x 2
usekovy tva :;—?y =1
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Primka
Varianta A

Napiste obecnou rovnici piimky p, ktera prochazi bodem K[—4; 3] a je rovnob&Zna s pifimkou

q:5x —2y+8=0.

Piiklad:

Kazda rovnobézna ptimka s ptfimkou g ma stejny normalovy vektor jako ptimka g =
n=(5 —-2)

p:5x —2y 4+ ¢ =0, dosadime bod K= -20—-6+c=0=>c=26=>5x—2y+ 26 =0.

Piiklad:

Varianta A
. Vysledek feseni: 5x — 2y +26 =0
Varianta B

Varianta C

Piiklady k procviceni:

1.) NapiSte obecnou rovnici primKky p, ktera prochazi bodem M[—6; 5] a je kolma na
pfimkuq:x — 2y +7 = 0.

Reseni: p:2x +y+7=0

2.) Body K[2; 4]; L[4; —6] uréuji pfimku KL. Napiste obecnou rovnici ptimky, ktera prochazi
sttedem usecky KL a je kolma na piimku AB, A[1; —2]; B[—4; —3].

Reseni: 5x +y — 14 =0

3.) Jsou dany dva body M[—2; 5]; N[4; —1]. Napiste rovnici osy tseéky MN; poloptimky
MN; polopiimky NM.

Redeni: Osa: x —y + 1 = 0; polopfimka MN: x = =2 +t;y =5 — t; t € (0; o)
Polopiimka NM: x =4 —r;y = =1+ r;r € (0; o).

4.) Jsou dany body A[2; 4]; B[3; —2]. Napiste obecnou rovnici kolmice k tse¢ce AB

v bod¢ A.

Reseni: x — 6y +22 =0
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Primka
Varianta B

Body K[4; 1]; L[4; 2]; M[2; 4] jsou vrcholy trojuhelniku KLM. Vypocitejte soufadnice

pruseciku os jeho stran.

Piiklad:

Sk.[4:1,5]; KL = (0;1) = 0g:y —1,5=10

S;ml3;3]; LM = (=2;2) 2 oppix —y = 0

Skml[3;1,5]; KM = (=2;3) = ogpi2x — 3y + 1,5 = 0

Z prvni osy plyne pro prisecik, ze jeho y-ova soutadnice je 1,5; z druhé osy, ze x-ova

soufadnice je 1,5 = 0[1,5;1,5].

Priklad:
Varianta A

] Vysledek feseni: 0[1,5; 1,5]
Varianta B

Varianta C

Piiklady k procviceni:

1.) Napiste parametrické rovnice a obecnou rovnici piimky p, ktera prochazi bodem
K[4; —2] a je kolma k pfimce q: x — 2y + 6 = 0.

ReSeni: p:x =4+ t;y=—-2—-2t;t€ER; p:2x+y—6=0.

2.) Urcete soutadnici x, bodu A[x,; —10] tak, aby bod A lezel na ptimce KL, kde
K[-3;5]; L] —1;—1].

Reseni: x, = 2.

3.) Body K[4; 1]; L[4; 2]; M[2; 4] jsou vrcholy trojihelniku KLM. Napiste obecné rovnice

A%

ReSeni: t,:2x +y—9=0; t;:x+2y —8=0; t,:5x + 4y — 26 = 0;T[13—°; g]
4.) Je dana poloptimka AB = {[2 +3t;3+t]t e ( —00; %)} Urcete soufadnice poc¢ate¢niho
bodu A dané polopiimky. Urete y. tak, aby bod C[—1; y.] lezel na dané polopiimce.

Reseni: A E, %], Ye=2.
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Primka
Varianta C

Uréete hodnotu parametru p € R tak, aby piimka x + my + 2m? — m — 1 = 0 prochazela

pocatkem soustavy soufadnic.

Piiklad:
Ma-li piimka prochazet po¢atkem soustavy soufadnic, musi bod 0[0; 0] vyhovovat rovnici

piimky. Dosadime proto do rovnice piimky za x, y nulu a dostaneme:2m? —m — 1 = 0.

1+ (=1)?—4-2:(-1) L
ml‘z = 22 = my = 1, m, = _E
Piiklad:
Varianta A .
Varianta B Vysledek feseni: my = 1; m, = -3
Varianta C

Priiklady k procviceni:

1.) Je dan trojuhelnik EFG, E[1; 4]; F[3; —2]; G[—4; —6]. Urcete v parametrickém tvaru
rovnici piimky, na které lezi stfedni pficka rovnobézna s FG.

Reseni: 4x — 7y —1=0.

2.) Je dan trojahelnik KLM, K[0; 0]; L[—4; 2]; M[—6; 0]. Vypocitejte soufadnice tézisté T.

Reseni: T [—13—0; ﬂ .
3.) Osy x,y a pfimka AB, kde A[2;9]; B[—4; —3], ur€uji trojthelnik. Vypocitejte jeho obsah.
Reseni: S, = %

4.) Urcete realné ¢islo p tak, aby bod K lezel na ptimce MN, je-li:
M[-1;2]; N[3; —=3]; K[-p;p + 0,5].

Reseni:p = —1.
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Polohové ulohy v roviné

Vzajemnou polohu dvou ptimek lze vysettit dvéma zplisoby:

1.) feSime soustavu sloZenou z obou rovnic, o vzajemné poloze rozhodne pocet feSeni

1 feSeni ruznobézné, 1 prusecik
0 feSeni rovnobézné ruzné
oo reSeni totozné

2.) ur¢ime sméroveé (normalove) vektory obou piimek

PiimKy p, q jsou rovnob&zné, jestlize: u, = k - u,, kde k € R — {0}; (n, = k - n;, kde k €
£|0.

Dvé ptimky p(P, 1) a q(Q, V) jsou totozné, jsou-li rovnobé&Zné a lezi-li bod Q na ptimce p.
Ptimky p, g jsou k sobé kolmé, jsou-li jejich smérové (normalové) vektory navzajem kolmé,

tj. plati-li u, - u, = 0; (@ ‘n, = 0).
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Polohové ulohy v roviné
Varianta A

Vysetiete vzdjemnou polohu pifimek KL a MN, znate-1i souradnice bodt, kterymi dané piimky

prochazeji; K[—1; —2]; L[—1; 1]; M[1; 1]; N[2; 3].

Piiklad:

KL=(0;3);=>7g, =(3;0)=>KL:ix+1=0

MN = (1;2); 2y =(2; —1) 2 MN:2x—y—1=0

Primky jsou riiznob&Zné, protoze ng; # k - nyy

Prisecik ma x-ovou soutadnici —1 (plyne z rovnice piimky KL), y-ovou soufadnici

dopocitame z rovnice piimky MN = P[—1; —3].

Priklad:

Varianta A
. Vysledek feSeni: Ptimky jsou riznobézné; P[—1; —3]
Varianta B

Varianta C

Priklady k procviceni:

1.) Vysetiete vzdjemnou polohu ptimek p, q;
p={[1+2t;2—-3t;t €R]};q ={[-1+2k;7 —3k; k € R]}.
Reseni: Rovnob&zné riizné

2.) Vysetiete vzajemnou polohu ptimek m, n.
m={[1+2t;2—-3t;t € R]};n={[17 + 4k; —6 — 2k; k € R]}
Reseni: Raznobézné; P[1; 2]

3.) Vysettete vzdjemnou polohu ptimek a, b.
a={[1+2t;2—-3t;t €R]};b={[5+4k; —4 — 6k; kK €ER]}.
Reseni: totozné

4.) Vysetiete vzajemnou polohu piimek u, v.
w2x+y—-1=06v:x—-2y—-8=0.

Reseni: Rtiznob&zné, P[2; —3]
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Polohové ulohy v roviné
Varianta B

Urcete hodnotu parametru p € R tak, aby pfimka px + y + p — 11 = 0 prochézela
prisecikem pifimek a: 2x + y + 6 = 0; b:x — 2y + 8 = 0.

Piiklad:
2x+y+6=0 |-2
x—2y+8=0

4x+2y+12=0
x—2y+8=0

po secteni obou rovnic dostaneme: 5x + 20 = 0 = x = —4 = P[—4;2].

Nyni bod X dosadime do rovnice ptimky s parametrem = —4x +2 +p—-11=0=
p =-3.
Piiklad:
Varianta A

. Vysledek feseni: p = —3
Varianta B

Varianta C

Priklady k procviceni:

1.) VySetiete vzdjemnou polohu tsecek.

u, ={[-1+¢t2t;t €(0; 1)]}; u, ={[1+2k;2 —k; k € (—2; 1)]}.

Reseni: u; Nu, = 0

2.) Prise¢ikem piimek a = {[2t; =3 + t;t € R]}; b = {[1 + k; 2 — k; k € R]} ved'te kolmici
k ptimce ¢ = {[2 + 4r;8 — 3r;r € R]}.

Redeni: 4x — 3y —19=10

3.) Vypocitejte souradnice vrcholl trojuhelniku KLM tak, aby jeho strany lezely na ptimkach
k:2x+y+1=0;1:8x—y—-11=0,m:x— 2y +8=0.

Reseni: [-2;3]; [2;5]; [1; —3]

4.) Je dana tisecka KL, kde K[2; 1]; L[—1; 2]. Uréete hodnotu parametru p € R tak, aby
usecka AB protinala usecku KL v jejim stfedu. Soufadnice bodl A, B jsou

Al2;pl; B[-2; —6].

Reseni: p = 6
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Polohové ulohy v roviné
Varianta C

Zjistéte, zda bod K[—4; 1] je vnitinim bodem trojuhelniku ABC,
A[5;1]; B[-2;4]; C[-7; —-3].

Piiklad:

Ma-li bod K lezet uvnitf trojihelniku ABC, musi lezet ve stejné poloroving s hrani¢ni pfimkou
AB jako bod C, ve stejné poloroving s hrani¢ni pfimkou BC jako bod A a ve stejné poloroviné
s hrani¢ni ptfimkou AC jako bod B.

Ptimka AB ma rovnici 3x + 7y — 22 = O, polorovina s bodem C ma rovnici 3x + 7y —

22 <0.

Po dosazeni soutadnic bodu K do poloroviny zjistime, Ze nerovnice plati, bod K proto lezi ve
stejné poloroving jako bod C.

Pfimka AC ma rovnici x — 3y — 2 = 0, polorovina s bodem B ma rovnici x — 3y — 2 < 0.
Po dosazeni soutadnic bodu K do poloroviny zjistime, Ze nerovnice plati, proto bod K lezi ve
stejné polorovin¢ jako bod B.

Ptimka BC ma rovnici 7x — 5y + 34 = 0, polorovina s bodem A ma vyjadieni 7x — 5y +

34 > 0. Po dosazeni soutfadnic bodu K do poloroviny zjistime, Ze nerovnice plati.

Bod K lezi uvnitf trojihelniku ABC.

Priklad:

Varianta A

. Vysledek feseni: Bod K lezi uvnitt trojuhelniku ABC.
Varianta B

Varianta C

Piiklady k procviceni:

1.) Jsou dany body K[3; —5]; L[—1; 2] a vektor ¥ = (2; —3). Napiste analytické vyjadieni
poloroviny pL, je-li p(K; v).

Reseni: 3x + 2y +1 >0
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2.) Urcete realné Cislo p tak, aby pfimka s parametrickym vyjadienimx =5 — 6t;y =p +
2t; t € R prochazela prasec¢ikem piimek r = {[—1 + 3u; —1 — 2u;u € R]};s =
{[2—v;1+2v;v €ER]}.

Reseni: p = —5

3.) Urcéete hodnoty parametrl p, q € R tak, aby ptimky m, n byly totozné.
m={[1-t;2+¢t;teR;n={p+k;5+qk; k €R]}.

Reseni: p = —=2;q = —1

4.) Urete vSechny hodnoty parametru m € R tak, aby bod M[—4; m + 3] lezel v poloroving
y = 2x.

Regeni: m € ( —11; 0)
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Metrické ulohy v roviné

Patti sem ulohy, ve kterych je pouzito méfeni — vzdalenosti boda, velikosti tthlt apod.

Vzdalenost bodu od primky

Postup vidime z obrazku:

1.) bodem X vedeme kolmici k pfimce

2.) najdeme prisecik P kolmice vedené bodem X a piimky p

3.) Ur¢ime vzdalenost d = |XP|

X[x1; x3] ap:ax + by + ¢ = 0. Pak kolmice k ma rovnici: x = x; +at Ay = x, + bt;
t €ER.

Hledame priseéik P[p,; p,| piimek p, k.

a-(x;+at)+b-(x,+bt)+c=0

ax, +a’*t+bx, + b*t+c=0

ax,+bx,+c

t =
a2+bz

p1 = X1 + at; p, = x, + bt, kde t je vypocitana hodnota parametru.
Pak d = \/(p1 —x1)* + (p2 — x2)?

d = Va?t2 + b2t?

d = |t|-VaZ + b2

d __laxi+bxy+c

Jestlize dosadime za t, dostaneme:
> vaZ+p?
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Odchylka dvou primek

Odchylka ptimek p, g je ta velikost uhlu, ktera leZi v intervalu (0; g).

Odchylku piimek ur¢ime pomoci uhlu smerovych vektort (ptipadné€ normalovych vektori).
|u - vl
|l - 9]

cosp =
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Metrické ulohy v roviné
Varianta A

Na pfimce s: x + 3y — 2 = 0 urcete bod P tak, aby jeho vzdalenost od ptimky t: 5x + 12y —
4 =0 byla3.

Piiklad:
Ma-li bod P lezet na ptimce s, musi jeho soufadnice vyhovovat rovnici pfimky =

P[2 —-3y;yl.

. , 5-(2-3y)+12-y—4
Dosadime do vzorce pro vzdalenost: 3 = I5-(2-3y)+12y 4]

V52+122

Po upravé dostaneme: 39 = |6 — 3y|
Resime rovnici s absolutni hodnotou: 6 — 3y =39 v 6 — 3y = —39
Dostavame feseni: y; = —11 a y, = 15

Piiklad:

Varianta A
] Vysledek feSeni: P;[35; —11]; P,[—43;15]
Varianta B

Varianta C

Piiklady k procviceni:

1.) Vypocitejte vzdalenost rovnobézek r;:8x — 6y +3 =0ar:8x — 6y — 3 = 0.
Reseni: v = 0,6

2.) Na ptfimce q: 2x + y = 0 najdéte bod A tak, aby trojuhelnik ABC byl rovnoramenny se
zakladnou BC, kde B[6;4]; C[2; —2].

< 11 11
Reseni: A [——; —
4’ 2

3.) Na ose x najdéte bod P, ktery ma od bodu Q[6; —3] vzdalenost 7.
Regeni: P,[6 + 2v10;0]; P,[6 — 2¢/10;0].

4.) Vypocitejte obvod trojuhelniku KLM, kde K[2; —4]; L[3; 3]; M[—3; 1].
Reseni: 10v/2 + 2v10.
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Metrické ulohy v roviné
Varianta B

Vypocitejte odchylku ptimek p: 7x —y+1=0=0;q:x — 7y +1 = 0.

Priklad:
Urc¢ime normalové vektory obou ptimek: n,, = (7; —1); ng(1; —7)

714Dl 14
+(—D2/124(=7)2 50

>¢=

Uhel ptimek vypocteme dosazenim do vzorce: cosp = Nz

73°44°23"

Piiklad:
Varianta A

. Vysledek feseni: ¢ = 73°44°23"
Varianta B

Varianta C

Piiklady k procviceni:

1.) Jsou dany dvé ptimky k:ax +y —4 = 0;l: x + 2y + 8 = 0. Urcete hodnotu parametru
a € R tak, aby pfimky sviraly uhel 90°.

Reseni: a = —2

2.) Vypodcitejte odchylku piimek a = {[2 + t; 1 + 3t];t € R}; b = {[4 — 2k;5 — k]; k € R}.
Reseni: ¢ = 45°

3.) Vypocitejte odchylku piimek r:x + 2y — 1 =0;s:2x —y + 4 = 0.

Reseni: ¢ = 90°

4.) Vypocitejte odchylku ptimek t: 3x — 4y = 0;u:y — 6 = 0.

Reseni: ¢ = 36°52°21"
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Metrické ulohy v roviné
Varianta C

Body Sk, [5; —31; Siml3;4]; Skml[—3; 5] jsou stiedy stran trojuhelniku KLM. Vypoditejte

soufadnice vrcholu K, L, M.

Piiklad:

Na ptimce, spojujici stiedy dvou stran, lezi stfedni ptficka v trojihelniku, proto ma tato ptimka
stejny smerovy (normalovy) vektor jako piimka, na které lezi treti strana.

SkiSim = (=2;7) = ngy = (7;2)

Ptimka KM ma tedy rovnici: 7x + 2y + 11 = 0.

Sk.Skm = (=8;8) = nyy = (L, 1)

Ptimka LM ma tedy rovnici: x + y — 7 = 0.

SimSkm = (=6; 1) = g = (1;6)

Piimka KL ma tedy rovnici: x + 6y + 13 = 0.

Resime vzajemnou polohu téchto piimek jako soustavy rovnic.

KLNKM = {K}; K[-1; —=2]; KL N LM = {L}; L[11; —4]; KM N LM = M; M[-5;12] .
Piiklad:

Varianta A
] Vysledek feSeni: K[—1; —2]; L[11; —4]; M[-5; 12]
Varianta B

Varianta C

Priklady k procviceni:

1.) Urcete bod R tak, aby trojihelnik PQR byl pravothly a rovnoramenny s pteponou PQ, kde
P[-2;10]; Q[4; —6].

Reseni: R,[9; 5]; R,[-7; —1]

2.) Urcete soutadnice vrcholu ¢tverce ABCD, jestlize Sy5[0; —31; Scpl2; 5].

Reseni: A[—4; —2]; B[4; —4]; C[6;4]; D[-2; 6].

3.) Vypoéitejte soutadnice vrcholu ¢tverce KLMN, je-li K[—1; —3]; L[2; 1].

Reseni: M, [6; —2]; N[3; —6]; M,[—2;4]; N,[-5;0].

4.) V rovnoramenném trojuhelniku EFG se zakladnou EF, E[—3; 4]; F[1; 6] leZi vrchol G na
piimce 5x — 6y — 16 = 0. Urcete soutradnice vrcholu G.

Reseni: G[2; —1]
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Pfimka, rovina

1.) Parametricka rovnice roviny

Rovina je déna tfemi body, které nelezi v jedné ptimce. Proto Ize sestavit dva vektory
U =B —A; V= C — Alezici v této roviné. Rovinu zna¢ime malymi pismeny fecké abecedy.

Rovinu, ktera je dana bodem A a smérovymi vektory U; U, zapisujeme p(4, U, V).

sV

Rovnice | X = A+ tu”+ sv7;t,s € R|se nazyva parametricka rovnice roviny ABC.

Muzeme opét rozepsat:
x=a1+tu1+SU1
y:a2+tu2+sv2

zZ=a3z+tuz+svy t,s ER

2.) Obecna rovnice roviny

UZiva se Castéji neZ parametrickd. Rovinu uréime bodem P a vektorem 7, ktery je k ni kolmy.
Tento vektor se nazyva normalovy. Bod X lezi v roving prave tehdy, jestlize vektor X — P je
kolmy k vektorun =>n - (X — P) = 0.

Bod X ma souradnice X[x; y; z], bod Pma souradnice P[p;; p,; p3] a normalovy vektor
ma soufadnice 1 = (a; b; ¢).Pak mizeme psat:
a-(x=p)+b-(y—p)+c-(z=p3) =0

Po tprave dostaneme

ax +by+cz—ap, —bp, —cp3 =0
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Oznadime vyraz —ap; — bp, — cp3; = d a mame obecnou rovnici roviny:

ax+by+cz+d=0|

Poznamka: zname-li dva smérové vektory roviny, normalovy vektor ur¢ime jako vektorovy

souéin téchto dvou vektora.

3.) Usekovy tvar rovnice roviny

Rovina ur¢ena body P[p; 0; 0]; Q[0; g; 0]; R[0; 0; r] ma rovnici % +

Qe
+
|
I
=)
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Primka a rovina

Varianta A

Jsou dany body K[2; 3; —1]; L[4; 3; —2]. Rozhodnéte, zda body A[0; 4; 2]; B[Z\/?; 3; —\/§]

leZi na pfimce KL, a uréete r, s € R tak, aby bod C[r; 2r; s] lezel na piimce KL.

Priklad:

Napiseme rovnice ptimky KL: KL = (2;0;, —1) =2x=2+2t;y=3;z=—-1—-t;t €R.
Dosadime postupné soutfadnice bodt 4, B do rovnice ptimky KL.

0=24+2t ANd=3 AN2=-1—1t = bod A nelezi na ptimce KL.

Totéz provedeme s bodem B: 24/3 = 2 + 2t A3 =3 A —/3 = —1 — t. Prostiedni rovnice
plati vzdy, z prvni i téeti rovnice plyne, Ze t = /3 — 1, proto bod B lezi na piimce KL.

Do rovnice ptimky KL nyni dosadime soutadnice bodu C:

r=242t N2r=3 As=-1-t.

w1 . “r y 3 , . . 1 ,

Z prostfedni rovnice ur¢ime, ze r = > dosadime do prvni rovnice = t = — L apo dosazeni do

"y T 3

treti rovnice zjistime, ze S = — "
Piiklad:

Varianta A

. Vysledek feSeni: bod A nelezi na ptfimce KL; bod B lezi na pfimce KL;
Varianta B
r=3s=-2
Varianta C 2’ 4
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Priklady k procviceni:

1.) Je dana piimka s = {[1 — 2t; 2 + 3t; 1 + t]; t € R}. Rozhodnéte, zda body

K[5;8;3]; L[3; —1; 0] lezi na pfimce s a urcete y, z € R tak, aby bod M[9; y; z] lezel na
pfimce s.

Reseni: K¢s; L € s;y=-10;z = -3

2.) Vypoditejte soufadnice bodu, ve kterych piimka g = {[2; 1 — k; 4k]; k € R} protina
soufadnicové roviny.

Reseni: P,,[2;0; 4]; P, [2;1;0]; P,, neexistuje

3.) Napiste parametrické rovnice pfimky p, ktera prochazi bodem A[0; 4; 5] a je rovnob&Zzna
s piimkour = {[2 + t; 1 —t; 3 + 5t]; t € R}.

Reseni: x =s5;y=4—-5;z=54+5s5;s€ER

4.) Napiste parametrické rovnice ptimky p, ktera prochazi bodem A[2; 4; 1] a je rovnob&Zzna s
osou Z.

Reﬁeni:x=2;y=4;z=1+t;tER
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Primka a rovina
Varianta B

Dokazte, ze body K[2; 1; 6]; L[0; —1; —6]; M[—1; 2; 0] ur¢uji rovinu a napiste jeji
parametrické rovnice, urcete jeji obecnou rovnici a vypocitejte souradnice bodu, ve kterych

rovina KLM protina soufadnicové osy.

Piiklad:

3 body urcuji rovinu, pokud nelezi v jedné ptimce, ¢ili vektor KL # k-KM
KL = (—2; =2; —12); KM = (—=3;1; —6) = body uréuji rovinu.
x=2-—2t—3s

y=1-2t+s

z=6—12t—6s; t,s€R

KLx KM = (24;24; —8) ~ (3;3; —1) =3x+3y—z—3=0.
Pruseciky se souradnicovymi osami maji vzdy dvé souradnice nulové =

X[1;0;0]; Y[0; 1;0]; Z[0; 0; —3]

Piiklad:
Varianta A
. Vysledek feSeni: body urcuji rovinu; 3x + 3y —z—3 =
Varianta B
. 0; X[1;0;0];Y[0;1;0]; Z[0; 0; —3]
Varianta C

Piiklady k procviceni:

1.)Je danarovina p = {[1 + t + 5; 2 + 3t — 5; 5t + s]; t, s € R}. Vypocitejte pruseciky
roviny p se soufadnicovymi osami.

Reseni: X[2;0; 0]; Y[0; 4; 0]; Z[0; 0; —4]

2.) Zjistéte, zda body K[3; 2;1]; L[1; 3; —1]; M[2; —1;3]; N[—1;2; —2] lezi v jedné roviné.

Reseni: nelezi
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3.) V soustavé soutadnic v prostoru je umistén pravidelny ctyiboky jehlan ABCDV tak, ze
D[0; 0; 0]; A[4; 0; 0]; B[4; 4; 0]; V[2; 2; 6]. Napiste parametrické vyjadieni roviny BCV.
ReSeni: x =4 —2s —4t;y = 4 — 2s;z = 65;5,t ER

4.) Jsou dany body K[2;9; —7]; L[—4; 3; 5]; M[6; 5; —1]. Napiste parametrické vyjadieni
téznice trojuhelniku KLM, ktera prochazi bodem K.

Refeni:x =2 —t;y =9 —5t;z=—7+9¢t;t € (0;1)
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Primka a rovina
Varianta C

Dokazte, ze piimky p = {[1 — t; 2+ t;3 + 2t];t € R}; q = {[k; 1 — k; 1 — 2k]; k € R}

urcuji rovinu a napiste jeji obecnou rovnici.

Piiklad:
Ptimky urcuji rovinu, pokud bod jedné ptimky nelezi na ptimce druhé, coz ovétime
dosazenim bodu [1; 2; 3] z pfimky p do rovnic ptimKy q.

1=k AN2=1—-k A3 =1-2k = bodnelezi na pfimce g = piimky urcuji rovinu.
VypiSeme si smérovy vektor ptimky p: u_p’ = (—1; 1; 2) a ur¢ime vektor dana body v obou
piimkach s = (0 — 1; 1 — 2;1 — 3) = (—1; —1; —2). Vektorovy soucin té&chto smérovych
vektorii uréi normélovy vektor hledané roviny = 71 = (0; —4; 2) = (0; 2; —1). Proto rovnice
hledané roviny je 2y — z + d = 0 ,kde ¢len d vypocitdme dosazenim nékterého bodu
kterékoliv ze zadanych pfimek do této rovnice = 2y —z —1 = 0.

Piiklad:
Varianta A

. Vysledek feseni: 2y —z—1=10
Varianta B

Varianta C

Priklady k procviceni:

1.) Dokazte, ze piimka p = {[1 + k; 2 — 2k; 0]; k € R} a bod M[1; 0; 3] uréuji rovinu a
napiste jeji obecnou rovnici.

Reseni: 6x + 3y +2z—12=0

2.) Je dana rovina p = {[1 — 2k — 2s;2 + 3k — 2s; 1 — k + 4s]k,s € R}. Napiste jeji
obecnou rovnici.

Refeni:x+y+z—4=0

3.) Napiste obecnou rovnici roviny a, ve které lezi body A[2; 3;0]; B[—1; 2; 2] a rovina « je
kolma k roviné f:3x — 2y +z+ 6 = 0.

Refeni: a:x +3y+3z—11=0

4.) Kolmicemi sestrojenymi z bodu A[—2; 2; 8] naroviny a:3x +y — 2z — 4 = 0;
B:x + 2y —z+ 5 = 0 prolozte rovinu y. Urcete jeji obecnou rovnici.

Refeni: y:3x +y +52—36 =10
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Polohové ulohy v prostoru

1.) Vzajemna poloha primek

Dvé ptimky v prostoru mohou byt totozné, rovnobézné rtizné, riznobézné nebo mimobézné.

Zakladnim kritériem jsou smérové vektory obou primek.

Je-li i = k - U, jsou piimky totozné nebo rovnobézné rizné. Kterd z moznosti to bude,
rozhodneme podle toho, zda bod jedné ptimky lezi na ptfimce druhé — pokud ano, jsou piimky
totozné, pokud ne, jsou rovnob&zné rizné.

Je-liti # k - B, jsou piimky riiznob&Zné nebo mimobé&zné. Resime vzajemnou polohu téchto
piimek, v ptipad¢ spolecného bodu jsou piimky riznobézné a ur¢ujeme prusecik, v ptipade,

ze spolecny bod neexistuje, jsou pfimky mimobézné.

2.) Vzajemna poloha primky a roviny

Ptimka bud’ lezi v rovin€ (pak je co mnoho spole¢nych bodil), je rovnobézna riizna s rovinou
(zadny spole¢ny bod) nebo je riznobézna a pak urcujeme 1 spole¢ny bod. ReSime nejsnadné;ji
dosazenim parametrickych rovnic pfimky do obecné rovnice roviny a podle poctu feSeni

rozhodneme o vzajemné poloze.

3.) Vzajemna poloha 2 rovin

Dv¢ roviny mohou byt totozné, rovnobézné riizné nebo rtiznobézné. Kterd z moznosti nastane,
zavisi na rovnicich obou rovin. V nejjednodussim piipadé mame obecné rovnice obou rovin a
sledujeme normalové vektory obou rovin. Pokud plati, ze n, = k - ng A d, = k - dg, pak jsou
roviny totozné. Pokud plati, ze n, = k-ng A d, # k - dg, pak jsou roviny rovnobézné rtizné.
Pokud plati, ze n, # k - g, pak jsou roviny rtiznobézné a pak urCujeme priisecnici. Pfi
hledani prisecnice dvou riznobéznych rovin hleddme dva body, které lezi zaroven v prvni i
druhé roving. To zajistime tak, ze zvolime dv¢ ze tii soufadnic a tieti souradnici dopocitdme

pii feSeni soustavy dvou rovnic, které ziskdme dosazenim zvolenych soufadnic do obou

rovnic rovin.
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Polohové ulohy v prostoru
Varianta A

Vysetiete vzdjemnou polohu piimek:

a={[-5—-t;3—-2t;5+t];t€Ryb={[-6+k;7—k;2k];k € R}

VypiSeme si smérové vektory obou piimek: u, = (—1; —2;1); u, = (1; —1; 2). Vektor
pfimky a neni ndsobkem smérového vektoru piimky b = piimky jsou riiznobézné nebo
mimobézné. Budeme fesit jako soustavu, pokud bude mit feSeni, jsou piimky riznobézné,

pokud ne, jsou mimob¢&zné.

Priklad:
—-5—t=-6+k
3-2t=7-k
5+t=2k

Po secteni prvnich dvou rovnic zjistime, ze t = —1. Dosazenim do 1. Rovnice vypocteme

k = 2.

Nyni obé hodnoty dosadime do tieti rovnice. 5 + (—1) = 2 - 2, coZ je vyrok pravdivy.
Ptimky jsou proto riznobézné. Musime tedy urcit prasecik (dosazenim napt. hodnoty k = 2
do rovnice ptimky b).

Prise¢ik ma tedy soufadnice P[—4; 5; 4].

Priklad:
Varianta A

. Vysledek feseni: pfimky jsou riznobézné, P[—4; 5; 4].
Varianta B

Varianta C
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Priklady k procviceni:

1.) Vysetfete vzajemnou polohu piimek:

p={[1+¢t2—-2t;t];t €R};q =1{[4—2k; 1+ 4k;3 — 2k]; k € R}
Reseni: piimky jsou rovnob&zné rtizné

2.) Vysetiete vzajemnou polohu piimek:
c={[2—-3k;1+k;4—kl;keR};d={[-4+3t;3—t;2+t];t €R}
Reseni: pfimky jsou totozné

3.) Vysetiete vzdjemnou polohu piimek:
e={[2t;3—t;4—t];t €R};f ={[2—2k; —1+k;6+ 2k]; k € R}
Reseni: piimky jsou mimob&zné

4.) Urcete hodnotu parametru p € R tak, aby pfimky a, b byly riznobézné. Pak vypocitejte
soufadnice pruseciku ptimek a, b.
a={[2+k;3—2k;4];keR};b={[1—-4t;p+t;1—3t];t €ER}
Reseni: p = —2 = P[5; —3; 4]



Analyticka geometrie

Polohové ulohy v prostoru
Varianta B

Vysetiete vzdjemnou polohu piimky a roviny:
aA)p={[2+¢t;3+2t;1—-t];t€ER}; p:x—2y+2z—-5=0

b)yp ={[1—-2k;5—k; —3+5k];k€R}; p:3x—y+2z—-11=0
c)p={[2s;4+s; —1];s€R}; p:x—2y—3z+5=0

Piiklad:

Vz4jemnou polohu piimky a roviny vysetifujeme dosazenim piimky do rovnice roviny.
aA)2+t—2-3+2t)+1—-t—-5=0=—-4t—8= 0=t = —2 = ptimka je riznob&zna
s rovinou, maji spole¢ny 1 bod, jehoZ soutadnice zjistime dosazenim ¢ = —2 do rovnice
ptimky = P[0; —1;3].

b)3-(1—-2k)—(5—k)+ (—3+5k)—11 = 0 > —16 # 0 = piimka je rovnobézna
rliznd s rovinou

c)2s—2:-(4+s)—3:-(—1)+5=0=0 = 0= primka lezi v roviné

Piiklad:
Varianta A
, Vysledek feseni: a) P[0; —1; 3]; b) pfimka je rovnobé&zna rizna
Varianta B
) s rovinou; ¢) pifimka leZi v roviné
Varianta C

Priiklady k procviceni:
1.) Vysetiete vzajemnou polohu ptimky AB, A[—2; 0; —1]; B[2; 1; 4] a roviny p, ktera je
dana body K|[0; 0; 3]; L[—2; —1;1]; M[0; 1; 4].

Reseni: pfimka je riznobézna s rovinou, P [4; %; 12—3]
2.) Vysetiete vzajemnou polohu ptimky r = {[2 + k; 3k; 1 — k]; k € R} a roviny

a={[14+s+2r;3s+3r;1—s—3r]|;r,s €R}.
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Reseni: piimka je rovnob&zna riizna s rovinou

3.) Jsou dany body K[3; 2; 1]; L[-5; —10;5]; M[4; 7; —3]; N[3;5; —2]. Urcete, pokud
existuje, prisecik usecky KL a piimky MN.

Reseni: P[-3; —7;4].

4.) Ukazte, ze ptimka AB, kde A[3; —2; —1]; B[4; 1; 3] je riznobé&Zzna s rovinou a o rovnici
2x — 3y + z — 2 = 0. Potom najdéte jejich prisecik.

Reseni: P[6;7; 11].
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Polohové ulohy v prostoru
Varianta C

Vysetfete vzijemnou polohurovina:2x +4y +z—-8=0; :2y +z—6 = 0.

Podle soutadnic normalovych vektorti vidime, Ze roviny jsou riznobézné, budeme proto
hledat rovnici ptimky, ktera je priisecnici rovin. Hledame tedy dva body, které lezi soucasné

v obou rovinach.

Piiklad:

Zvolime si jednu soutadnici kazdého bodu libovolné, zbylé dvé souradnice vypocteme ze
soustavy rovnic.

Alx; 0; z] = dosadime soufadnice bodu A do rovnic obou rovin
2x+z—-8=0

z—6=0

=>z=6 =2x=1= A[1;0;6].

Totéz provedeme pro bod B: Blx; —1; 8]

2x+z—-12=0

z—8=0

=>z=8=x=2=B[2; —1,8]

Nyni uréime smérovy vektor piimky AB, 4B = (1; —1;2)
Priseénice ma tedy rovnici: p = {(1 + t; —t; 6 + 2t);t € R}.

Priklad:
Varianta A

Vysledek feSeni: roviny jsou riznobézné, p = {(1 +t; —t;6 +

2t);t € R}.

Varianta B

Varianta C
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Piiklady k procviceni:

1.) Rozhodnéte, jakou vzajemnou polohu maji roviny p = {[2 +3u —v;1 —9u +v; —3 —
12u—2vu vER o=1+254+t—25—32+45—4L:s, LER.

Reseni:roviny jsou rovnob&zné riizné

2.) Rozhodnéte, jakou vzajemnou polohu maji roviny @ = {[2 + u —v;1 —3u +v; =3 —
du—2vu, vVER; f=4—5+t —7+5—3t; —17—25—4L:s, LER.

Reseni: roviny jsou totozné

3.) Urcete hodnoty parametrii m,n € R tak, aby roviny a:x +ny +z—7 =0; f:mx +
4y — z + 3 = 0 byly a) rovnobézné; b) riiznobézné; c) navzdjem kolmé
Refeni:aym=—-1An=—4;:bym#—-1Vvn#—4;c)m=1—4n

4.) VySettete vzajemnou polohurovinp = {[3+t —w;5+¢t; —t + 2ul;t,u € R}; 0 =
{[3+s—4k;6+2s—3k;1+5k];s, k €R}.

Reseni: roviny jsou totozné
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Metrické ulohy

1.) Vzdalenost bodu od primky

Postup:

a.) Ur¢ime parametrické vyjadieni piimky p: P + tu

b.) Z podminky (X — Q) - 4 = 0 ur¢ime tu hodnotu parametru t, pro kterou plati X = R (viz
obr.).

c.) Ur¢ime vzdalenost d = |QR|

2.) Vzdalenost bodu od roviny

Bodem P vedeme pfimku p kolmou k roviné€ p, ur¢ime prusecik R ptimky p a roviny p a
uréime vzdalenost d = |PR|.

p:ax +by+cz+d=0;P[ps; p; p3l;p ={[p, + at; p, + bt; p; + ct];t € R}.
Hledame priisecik piimky p s rovinou p tak, ze rovnice ptimky dosadime do rovnice roviny.

a-(p,+at)+b-(p,+bt)+c-(p3s+ct)+d=0

api+bpy+cpz+d
a?+b2+c?

Odtud t =

Tuto hodnotu dosadime do parametrického vyjadieni ptimky a dostaneme soufadnice bodu R.
Plati R — P = (at; bt; ct), kde t je vypocitana hodnota.

Protod = |R — P| = |t| - Va? + b? + c2.
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Vzdalenost bodu P[p;; p,; ps] od roviny p:ax + by + cz+ d = 0 je vyjadiena

d= lap, + bp, + cp3 + d|

3.) Odchylka dvou primek

Odchylka piimek p(P, u); q(Q, V) je ¢islo ¢ € (0; %), pro které plati:

|u - 7
|ul - 7]

cosp =

4.) Odchylka primky a roviny

Je-1i pfimka p kolma k rovin€ p, je odchylka ptimky p a roviny p rovna g Pokud piimka p
neni kolma k rovin€ p, vedeme ji rovinu ¢ kolmou k roviné p. Rovina o protne rovinu p
v pfimce p*. Odchylka ¢ ptimky p a roviny p je pak odchylka piimek p, p”.

v

Vyhodnéjsi je sestrojit pfimku q kolmou k rovin€ p. Jestlize odchylka pifimek p a q je w, pak

_T[
p=5-w

5.) Odchyvlka dvou rovin

Odchylku ¢ rovin p a o snadno ur¢ime pomoci normélovych vektort téchto rovin.

Plati:

_ -7l
COSY = —7——~
npl : |na|
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Metrické ulohy
Varianta A

V trojihelniku ABC vypocitejte vysku v,, vite-li, ze A[1; 2; 3]; B[3; 6; 2]; C[—1; 10; —2].

Priklad:
Pocitame vzdalenost bodu A od ptimky BC.
Smérovy vektor piimky BC je BC = (—4; 4; —4) ~ i = (—1; 1; —1). Rovnice piimky BC
jex=3—t
y=6+t
z=2—1t;t €ER
Kterykoliv bod X ptimky BC m4 soufadnice X[3 —t;6+t;2 —t].
Vektor AX = (2 — ;4 + t; —1 — ¢).
Hledédme takovou hodnotu t € R, aby platilo, ze pfimka AX je kolma na piimku BC.
AX-BC =0
1-Q2-t)+1-(44+4t)—-1-(-1-t)=0> 3t=-3 st=—1
Bod X m4 tedy soutfadnice X[4; 5; 3] a vzdalenost bodu A, X je
|AX] = /(4 - 12+ (5-2)2+(3-3)2=v32+32+0=+18 =32
Velikost vysky v, trojuhelniku ABC je 3v/2.

Piiklad:
Varianta A

Varianta B Vysledek feseni: Velikost vysky v, trojihelniku ABC je 3v/2.

Varianta C
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Priklady k procviceni:

1.) Vypoditejte vzdalenost bodu A[0; 2; 3] od piimky p = {[3 + k; 5 + 2k; —k]; k € R}.
Reseni: |Ap| = /3

2.) Vypodtitejte vzdalenost bodu A[4; 2; —3] od roviny p: 2x — 2y +z+5 = 0.

Reseni: |Ap| = 2

3.) Vypocitejte vzdalenost dvou rovnobéznych rovin a:2x + y —2z—-3=0; f:2x +y —
2z+12 =0.

Reseni: |a, 8| = 5.

4.)Napiimce p = {[4 + t; 2; 2 + t]; t € R} urCete bod P tak, aby vzdalenost bodu P od
ptimky q = {[3 — 2k; k; 1]; k € R} byla 4.

Reseni: P,[—1;2; —3]; P, [g 2; 1_31]
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Metrické ulohy
Varianta B

Vypocitejte odchylku prise¢nice rovin a:2x +y —z+3 =0; f:x +y —5 =0 od osy z.

Piiklad:

Hledédme dva body, které lezi v obou rovinach — urc¢ime od kazdého bodu libovoln¢ jednu
soufadnici a zbylé dvé dopocitdme ze soustav rovnic, které¢ dostaneme po dosazeni bodit do
rovnic rovin.

A[0;5;8]; B[1;4;9] u obou bodii byla zvolena x-ova soufadnice.

AB = (1; —-1;1)

Z=1(0;0;1)

Dosadime do vzorce pro velikost odchylky dvou piimek:

_lro+(=D-0+11] _ 1 _ 044
cos<p——m =5 > ¢ 54°44
Piiklad:

Varianta A

. Vysledek feseni: ¢ = 54°44°
Varianta B
Varianta C

Piiklady k procviceni:

1.) Vypocitejte odchylku piimky p = {[4 — 2t; 1 — 2t; t]; t € R} od roviny
ax+4y+z—-1=0

Reseni: ¢ = 45°.

2.) Vypocitejte odchylkurovina:2x + y—z+4=0; f:2x + 4y +2z—5=0.
Reseni: ¢ = 60°.
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3.)Jedanapiimkap = {[1+¢t;2 +at; —1 —t];t ER}arovinap:x +y—z+8=0.
Urcete hodnotu parametru a € R tak, aby platilop L p.
Reseni: a = 1.
4.) Je dan bod A[2; —1;0] apiimkap = {[3 +t; 1 — t; —3]; t € R}. Na piimce p urcete bod
M tak, aby odchylka ptimek AM a p byla 90°.

7 1

Reéeni:t=l;M[ - —3].
2 2’ 2
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Metrické ulohy
Varianta C

Krychle ABCDEFGH ma hranu a. Bod K je stfed hrany AE. Vypocitejte odchylku piimek BK
a AG.

z
H a
G
a
E F
a
D c y
L
B
X
Priklad:
Ala; 0;0]; Bla,; a; 0]; G[0; a; a]; K [% 0; a]
BK = (—%; —a;a); AG = (—a;a;a)
——) -(—a)+(-a)-a+a- a| 1

= 78°54’

1
cosp = — ¢ =
(-3 +( a)2+a?/(- a)2+a2+a2 ,9a 3a IR

Piiklad:
Varianta A

. Vysledek feSeni: ¢ = 78°54°
Varianta B

Varianta C
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Priklady k procviceni:

1.) Krychle ABCDEFGH ma hranu a. Bod K je stied hrany AE, bod L je stfed hrany BC.
Vypocitejte odchylku pfimky BK od roviny ALG.

Redeni: ¢ = 15°48",

2.) Krychle ABCDEFGH m4 hranu a. Bod K je stfed hrany EH, bod L je stfed hrany BC.
Vypocitejte odchylku rovin BCK a ALH.

Reseni: ¢ = 45°.

3.) Pravidelny ¢tyiboky jehlan ABCDV ma vysku v = 6, délku hrany |AB| = 4. Oznacte
postupné K, L, M stfedy hran AB, AD, CV. Vypocitejte vzdalenost bodu V od roviny KLM.

Reseni: v = @.

17
4.) Pravidelny ¢tyfboky jehlan ABCDV ma vysku v = 6, délku hrany |AB| = 4. Oznacte
postupné K, L, M stiedy hran AB, AD, CV. Vypocitejte odchylku pfimek KM a CV.

Redeni: ¢ = 69°46°,
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Kuzelosecky a kulova plocha

Kruznice

Patii mezi kuzelosecky, které miizeme ziskat jako prinik rotacni kuzelové plochy a roviny.
Kruznici ziskame jako prunik rotacni kuzelové plochy a roviny, ktera je kolma na jeji osu. Je

to sttedova kuzelosecka, protoze ma stied soumérnosti.

KruZnice
je mnozina vSech bodl X v roving, které maji od daného bodu S

(sttedu kruznice) v roviné danou vzdalenost r (polomér kruznice),|SX| =r;r > 0.

X[x,y]

\SEm,n]
\ X

1XS|=r 2Jx-m)2+@y—n’=r

Odtud dostavame stfedovou rovnici kruznice

|(x—m)? + (y —n)? = 12|
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Rovnici miizeme upravit na obecnou rovnici kruznice

x*+y?—2mx—2ny+p=0|,kdep = m?* + n* —r?

Pozor! Rovnice x? + y? — 2mx — 2ny + p = 0 je rovnici kruznice pouze tehdy, jestlize plati:

m?+n?—p>0.

Vniti'ni oblast kruZnice

je mnozina vSech bodu X v roving, které maji od dané¢ho bodu S (sttedu kruznice) vzdalenost

mensi nez r (polomér kruznice).

(x—m)?+ (y—n)? <r?

Vnéjsi oblast kruznice

je mnozina vSech bodl X v roving, které maji od dané¢ho bodu S (sttedu kruznice) vzdalenost

vetsi nez r (polomér kruznice).
(x—m)? + (y—n)? >1r?
Kruh

je mnozina vSech bodl X v roving, které maji od dané¢ho bodu S (sttedu kruznice) vzdalenost

mensi nebo rovnu r (polomér kruznice).

(x—m)?+ (y—n)? <r?

Kruznice a primka

Ptimka bud’ s kruznici nema Zadny spole¢ny bod, pak je vnéjsi piimkou kruznice, nebo ma

s ptimkou jeden spole¢ny bod, pak je te€nou kruznice, nebo mé s kruznici dva spole¢né body,

pak je se€nou kruznice. ReSime tedy vzajemnou polohu piimky a kruznice dosazenim z

rovnice piimky do rovnice kruznice.
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Kruznice
Varianta A

Napiste rovnici kruZnice, ktera ma stied S[2; 1] a prochazi bodem K[6; —2]. Potom

vypocitejte soutadnice bodu, ve kterych kruznice protind osy x a y.

Pti hledani rovnice kruznice pouzijeme sttedovy tvar rovnice kruznice, do kterého dosadime

soufadnice stfedu.

Piiklad:

x-2*+@-1D?=r?

Pro vypocet poloméru miizeme dosadit do rovnice kruznice za X a y soufadnice bodu K nebo
miiZzeme spoditat vzdalenost bodii S, K. Pfi dosazeni bodu K do rovnice kruznice: (6 — 2)? +
(=2 —-1)%2 =r?

o= JET (3R =I5 =5

Hledan4 rovnice kruznice tedy je (x — 2)? + (y — 1)? = 25.

Priseciky s osami maji vzdy jednu soufadnici nulovou.

x=0 = (y—1)2=21 2y-1=F21 = y=1F21

y=0 = (x—2)2=24 > x—2=FV24 = x=2FV24=2F 26

Présetiky s osami jsou X; [2 + 2v6;0]; X,[2 — 2v6;0]; V1[0;1 + V21]; Y,[0; 1 — V21]

Piiklad:
Varianta A

Varianta B Vysledek feseni: X; [2 + 2/6; O]; X, [2 — 2V6; 0];

Varianta C " [0; 1+ \/ﬁ], Y, [0; 1- \/ﬁ]
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Priklady k procviceni:

1.) Napiste rovnici kruznice, jestlize usec¢ka AB, A[3; 7]; B[—1; 5] je jejim primérem.
ReSeni: (x — 1)>+ (y — 6)? =5

2.) Napiste rovnici kruznice, ktera prochazi body A[3; 2]; B[1; —4] a ma stied na piimce
x—y+9=0.

Reseni: (x + 7)% + (y — 2)? = 100.

3.) Napiste rovnici kruznice, kterd ma stted v pocatku soustavy soutadnic a prochézi bodem
Al1;1].

Reseni: x2 + y% = 2.

4.) Najdéte soufadnice stfedu a polomér kruznice, jejiz rovnice je:
x2+y?—6x+4y—23=0.

Reseni: (x —3)% + (y + 2)? = 36 = S[3; —2];7 = 6.
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Kruznice
Varianta B

Uréete vzajemnou polohu kruznice dané rovnici x? + y? — 4x + 10y + 24,5 = 0 a piimky o

rovnici x — y + ¢ = 0 v zavislosti na hodnoté parametru c.

Vzajemnou polohu pfimky a kruznice feSime vyjadienim jedné nezndmé (X nebo y) z rovnice
pfimky a jejim dosazenim do rovnice kruznice. Mé-li byt pfimka te¢nou, musi byt jedno

feSeni kvadratické rovnice ( D = 0 ), ma-li byt pfimka se¢nou, musi vyjit dvé feSeni

vvvvvv

Priklad:

Z rovnice ptimky vyjadiime: x = y — ¢ a dosadime do rovnice kruznice.
(y—c)+y?—4-(y—c)+10y+245=0

y2—=2yc+c? +y?—4y+4c+10y+245=0
2y2+6y—2yc+c?+4c+245=0

22 +y-(6—2c)+c*+4c+245=0
D=(6-2c)>—4-2-(c*+4c + 24,5

D =36 — 24c + 4c* — 8¢? —32¢ — 196

D = —4c%? —56¢c — 160

Teéna:D =0 = c?2+14c+40=0 = (c+10)-(c+4)=0 = ¢, =-10; c, = —4
Se¢na: D >0 = c € (—o; —10) U (—4; o)

Vngjsi piimka: D <0 = ¢ € (—10; —4)
Piiklad:
Varianta A
. Vysledek feseni: Te¢na: ¢; = —10; ¢, = —4
Varianta B

Secna: ¢ € (—oo; —10) U (—4; oo
Varianta C ( ) ( )
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Priklady k procviceni:

1.) Urcete vzajemnou polohu pfimky p: 2x — y = 0 a kruznice
k:x?+y?—3x+2y—3=0.

Reseni: Pfimka je se¢na kruZnice.

2.) Uréete vzajemnou polohu piimky p: x — 2y — 1 = 0 a kruznice k: (x — 4)? +

(y +1)2 =5.

Reseni: ptimka je te¢nou kruznice.

3.) Ur&ete vzdjemnou polohu piimky p: x + 3y + 10 = 0 a kruznice k: x? + y? = 1.
4.) Urcete soufadnice spoleénych bodi os X, y s kruznici x? + y2 — 6y + 8 = 0.
Reseni: [0; 4]; [0; 2].
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Kruznice
Varianta C

Napiste rovnici kruZnice, ktera se dotyka ptimky p: 3x + 4y — 15 = 0, jeji stfed leZi na
piimce g: x + 2y + 6 = 0 a polomér je 5.

Priklad:
Maji-li byt splnény vSechny podminky ze zadani, musi platit, ze v(S;p) =5 A m+2n +
6 = 0, kde m, n jsou souradnice stftedu kruznice.

__|3m+4n-15| _ .
5= NeEwei Am=-2n—6

__|3m+4n-15]|

Prvni rovnici upravime: 5 a z druhé rovnice dosadime

25=|3:(-2n—6) + 4n — 15|

25 =|—-6n—18 + 4n — 15|

25=|-2n—-33| 2 25=-2n—-33 v 25=2n+4+33 > n=-29 VvV n=-4
Dopocitame soutradnici sttedu = m =52 Vv m=2

Hledané kruznice jsou dvé o rovnicich: (x —52)? + (y + 29)2 =25 a (x — 2)*> +

(y +4)? = 25.

Priklad:
Varianta A
, Vysledek feSeni: (x — 52)2 + (y+29)2 =25 a (x —2)* +
Varianta B ,
+ 4)4 = 25.
Varianta C > )

Priklady k procviceni:
1.) Napiste rovnici kruznice, ktera ma stied v bodé S[—5; 4] a dotyka se pfimky

q:3x —4y+6 =0.
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Reseni: (x + 5)2 + (y — 4)2 = 25.

2.) Napiste rovnici kruznice, ktera prochazi body K|[3; 2]; L[1; 4] a dotyka se osy x.
Reseni: (x — 1)2+ (y —2)2 =4; (x—9)2+ (y — 10)% = 100.

3.) Napiste rovnici kruznice, ktera se dotyka osy X i osy y. Jeji stfed lezi na ptimce

pix—y+3=0.

Reseni: (x +3) +(y-3) =2,
4.) Urcete rovnice vSech kruznic, které se dotykaji osy X, prochazeji bodem A[4; 3] a maji
stied na pfimce, ktera prochézi stiedy kruznic o rovnicich x? + y? — 6x + 2y — 6 = 0; x* +
y? +12x — 4y = 0.

Reseni: kruznice neexistuje.
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Jestlize bod X, [x0; Vo] je bodem kruznice se stiedem S[m; n] a polomérem r, je bod X,

Tecéna kruznice

bodem dotyku kruznice a jeji tecny t v tomto bodé.

Te¢na ma obecnou rovnici ax + by + ¢ = 0, kde @, b jsou soufadnice normalového vektoru
teCny, tedy vektoru SXo.

SXo = (xo—m; y, —n)

Te¢na ma tedy rovnici (xg —m) -x+ (y,—n)-y+c=0

Hodnotu ¢ ur¢ime z podminky, Ze te¢na t prochazi bodem Xj,.

Tedy (xo —m) - xo+ (¥, —n) -y, +c=0 = ¢ =—(xg —m) x5 — (Vo — 1) - Yo
Dosadime do rovnice te¢ny a dostaneme:
Co—m)-x+(y,—n)y—(xo—m)xo—(¥y,—n) ¥, =0 (D)
Bod X,[xg; Yol lezi na kruznici, musi proto jeho soufadnice vyhovovat rovnici kruznice,
takze je dosadime za X a y.

(xo —m)* + (v, — n)2 =12 = x0%+y,%—2mxg— 2ny, + m? + n? =12 (2)

Pokud rovnice (1) a (2) secteme, dostaneme rovnici teény ve tvaru

(Xo—m)-(x—m)+(y,—n)-(y—n) =1?
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Teéna kruznice
Varianta A

Ovéite, ze bod A[2; —4] lezi na kruznici k: x? + y? — 2x + 4y = 0. Potom napiste rovnici
teCny v bodé A ke kruznici k.

Piiklad:
Lezi-1li bod A na kruznici k, musi jeho soufadnice vyhovovat rovnici kruznice.
224+ (—-4)2-2-24+4-(-49) =0
44+16+4-16=0
Rovnost plati, bod A proto lezi na kruznici k.
Rovnici kruznice si upravime na sttedovy tvar: (x — 1)2 + (y + 2)2 =5
Teéna kruznice v libovolném bod¢ dotyku X[x,; y,] ma rovnici:
(=1 Go-D+W+2)-(o+2)=5
Tecnu v bodé A najdeme tak, Ze do rovnice te€ny dosadime za soufadnice x,.y, soufadnice
bodu A.
x-1D)-2-D+@W@+2)-(—4+2)=5

Po tUpravé dostaneme: x — 2y —10 =10

Priklad:

Varianta A
. Vysledek feseni: x — 2y — 10 =0
Varianta B

Varianta C

Priklady k procviceni:

1.) Najdé&te rovnici teény kruznice k: x? + y? = 25 v bod¢ A[3; 4].
Reseni: 3x + 4y — 25 =0

2.) Najdé&te rovnici teény kruznice k: x? + y? = 13 v bodé B[2; y > 0].
Reseni: 2x + 3y — 13 =0



Analyticka geometrie

3.) Uréete vSechna realna ¢isla m, pro néz je piimka p = {[—7 + mt; —17 + t]; t € R}
te¢nou kruznice k: x2 + y? = 169.

Reseni: m € {—%; 2,4}

4.) Napiste rovnice teen kruznice k: x% + y2 + 4x — 10y — 140 = 0 v jejich prisecicich
s ptimkou p: x = 3.

Reseni: 5x + 12y — 219 = 0;5x — 12y — 99 = 0.



Analyticka geometrie

Teéna kruznice
Varianta B

Napiste rovnice te¢en kruznice k: x% + y? — x — 2y = 0, které jsou kolmé k piimce

p:2x—y+6=0

Jakakoliv piimka kolma k pfimce p, ma rovnici x + 2y + ¢ = 0.

Ptimka ma byt te¢nou, to znamena, Ze pii feSeni vzajemné polohy kruZnice a piimky musi
vyjit jedno feseni.

Resime tedy vzajemnou polohu p¥imky a kruznice tak, Ze vyjadiime z rovnice pfimky X nebo

y a dosadime do rovnice kruznice.

Piiklad:

x==-2y—c

(=2y—c)*+y* = (-2y—c) =2y =0

4y +4yc+ct+y*+2y+c—-2y=0

S5y2+4yc+c?+c=0

Kvadraticka rovnice ma prave jedno feseni, jestlize plati: D = 0.
D=(4c)>—4-5-(c*+¢c)=0

Po upravé dostaneme 16¢2 —20c? —20c = 0= —4¢?>—20c=0=>c¢-(c+5) =0
Odtudc =0 Vc=-5

Hledané tecny jsou: ty:x + 2y = 0; t,:x + 2y —5=0.

Piiklad:

Varianta A
. Vysledek feseni: t;:x + 2y =0; t,:x + 2y —5=0.
Varianta B

Varianta C




Analyticka geometrie

1.) Napiste rovnice teden kruznice k: x2 + y2 — 8x —y + 5 = 0, které jsou rovnobézné

Priklady k procviceni:

s piimkoup:2x —y + 2 = 0.

Reseni:y = 2x;y = 2x — 15

2.) Napiste rovnice te¢en kruznice k: (x — 2)2 + (y + 6)? = 13, které jsou rovnob&zné

s piimkou p: 2x — 3y + 5 = 0.

Reseni: 2x —3y —35=0;2x — 3y —9 = 0.

3.) Napiste rovnice te¢en kruznice x2 + y? — 8x — y + 15 = 0, vite-li, Ze smérnice te¢ny je
k=2

Reseni: y = 2x — 5; ¥y = 2x — 10

4.) Napiste rovnici te¢ny kruznice k: x2 + y2 — x — y — 4 = 0 tak, aby odchylka te¢ny a osy
X byla ¢ = 45°.

Reseni: y = x + 3



Analyticka geometrie

Teéna kruznice
Varianta C

Uréete odchylku tecen, které lze sestrojit z bodu M[—3; 0] ke kruznici k: x% + y? — 6x = 0.

Piiklad:

Kruznici upravime na stiedovy tvar: (x — 3)2 + y> =9

Teéna této kruznice v libovolném bodé dotyku T [xy; Y] ma rovnici:

(x=3)- (=3 +y ¥ =9

Bod M je vnéjsi bod kruznice, musi lezet na te¢né, takze jeho soutadnice musi rovnici tecny

vyhovovat.

(—3-3)-(tg=3)+0-y=0 2—6xg+9=0 >xy=>

ProtoZe bod T[x,; V] leZi na kruznici, musi jeho soufadnice vyhovovat rovnici kruznice,
dosadime tedy souradnici x, = % a vypocitdme soutadnici y,.

3 2 9 —3V3
3’02=9_(E_3) SyP=9-7 =y =%

Tec¢ny maji tedy rovnice:

3 33 27 3 3v3 27
t1:5x+7y—?=0 tz:zx—Ty—7=O

Odchylku tecen vypocitame podle vzorce pro odchylku piimek:

z.z+£.(_£)| -2 =g
cosp =l Bl o2 o205 4 -0
taaty 4
Priklad:
Varianta A
. Vysledek feseni: ¢ = 60°
Varianta B

Varianta C




Analyticka geometrie

1.) Vypotitejte velikost thlu, pod kterym je vidét kruznici k:x2 + y2 +2x — 6y —6 =0
z bodu M|[3;0].
Reseni: ¢ = 106°16°

Priklady k procviceni:

2.) Uréete odchylky teden kruznic ky: x? + y2 = 25; k,:x?> + y2 +8x+ 4y — 65 =0 ve
spole¢nych bodech téchto kruznic.

Reseni: ¢ = 12°32°

3.) Najdéte priseciky kruznic ky: x2 + y? —4x — 2y +3 =0; ky:x? +y? —4x —4y+7 =
0. V kazdém priseciku urcete teCny obou kruznic a thel, ktery tyto tecny sviraji.

Reseni: [1;2]; [3;2;x —y +1=0;x = 1;45%x+y —5 = 0; x = 3;45°.

4.) Urcete m tak, aby piimka p: 2x — y + d = 0 byla te¢nou kruZnice

x%2 4+ y% — 2x + 6y = 0 a uréete bod dotyku.

ReSent: d = =5 F 5v2; [1-2vZ; =3 +Z [1+2vZ -3 - V2]



Analyticka geometrie

Parabola

Parabolu ziskdme jako prinik rota¢ni kuzelové plochy rovinou, kterd neprochazi vrcholem
kuzelové plochy a je rovnobézna prave s jednou ptimkou kuzelové plochy.

Parabola je mnozina vSech bodil X roviny, které maji stejnou vzdalenost od daného bodu F
jako od dané piimky d, ktera bodem F neprochazi.

Bod F se nazyva ohnisko paraboly, piimka d se nazyva Fidici pfimka paraboly. Osa 0

paraboly je kolma na fidici pfimku a prochazi ohniskem F paraboly a vrcholem V paraboly.

Vzdalenost ohniska F od fidici pfimky d se nazyva parametr paraboly a znac¢ime ho

p; p =v(F,d),p > 0.

Analvtické vyjadreni paraboly ve vrcholovém tvaru:

1.) V[0; 0], osa 0 paraboly splyva s osou Yy, ohnisko lezi nad vrcholem V:

x? = 2py|; rovnice dici ptimky: d:y = — g; ohnisko F [O; g]

VI[0,0] X




Analyticka geometrie

2.) V[m;n], osa 0 paraboly je rovnobézna s osou Yy, ohnisko F lezi nad vrcholem V:

(x —m)? = 2p(y — n) |; rovnice fidici pfimky: d:y = n — g; ohnisko F [m; n+ %]

i |
o
y |
iF[ ‘n+p/2]
i X
! VIm.n]
! d

3.) V[0; 0], osa 0 paraboly splyva s osou Y, ohnisko F leZi pod vrcholem V:

x% = —2py|; rovnice Fdici ptimky d:y = g; ohnisko F [O; g]

Y

V[0;0]




Analyticka geometrie

4.) V[m;n], osa 0 paraboly je rovnobézna s osou Yy, ohnisko F lezi pod vrcholem V:

(x —m)? = —2p(y — n) |; rovnice Fidici pfimky d: y = n + g; ohnisko F [m; n— g]

5.) V[0; 0], osa 0 paraboly splyva s osou X, ohnisko F lezi napravo od vrcholu V:

y? = 2px |, rovnice Fidici piimky d: x = — g; ohnisko F [g ; 0]

V[0:0]  F[p/2;0] X




Analyticka geometrie

6.) V[m; n], osa 0 paraboly je rovnobézna s osou X, ohnisko F leZi napravo od vrcholu V:

(y —n)? = 2p(x — m)|; rovnice fidici pfimky d: x = m — g; ohnisko F [m + g ; n]

7.) V[0; 0], osa 0 paraboly splyva s osou X, ohnisko F leZi nalevo od vrcholu V:

2 — _

y* = —2px |, rovnice fidici piimky d: x = g; ohnisko F [—g ; 0]

F[-p/2;0] fv[o:d] X




H Analyticka geometrie

8.) V[m; n], osa 0 paraboly je rovnob&zna s osou X, ohnisko F leZi nalevo od vrcholu V:

(y —n)? = —2p(x — m) |, rovnice Fidici pfimky d: x = m + g; ohnisko F [m - g ; n]

Vnitini oblasti paraboly s ohniskem F a fidici pfimkou d nazyvame mnozinu vSech bodu X

roviny, pro které plati: |[FX| < v(X; d).



Analyticka geometrie

Parabola
Varianta A

Napiste rovnici paraboly, kterd ma vrchol V[2; —5] a fidici pfimku d: x = 4.

Priklad:

Z obrazku je patrné, Ze parabola ma osu rovnob&znou s osou X, jeji ohnisko lezi nalevo od
vrcholu.

Pracujeme tedy s rovnici:

vy —n)? = —2p(x —m)

Vzdalenost vrcholu V od fidici pfimky d je rovna g >p=4

Dosadime do rovnice paraboly soufadnice vrcholu a parametr a dostaneme:

(y +5)?=-8(x—-2)

Piiklad:
Varianta A

Vysledek feseni: (y + 5)%2 = —8(x — 2
Varianta B y o ) ( )

Varianta C




Analyticka geometrie

Priklady k procviceni:

1.) Napiste rovnici paraboly, ktera ma vrchol V[2; —5] a fidici pfimku d:y = 5.
Reseni: (x — 2)2 = —40(y + 5)

2.) Napiste rovnici paraboly, ktera ma ohnisko F[3; —1] a fidici pfimku d: y = —3.
Reseni: (x — 3)% = 4(y + 2)

3.) Napiste rovnici paraboly, kterd ma ohnisko F[3; —1] a fidici pfimku d: x = 1.
Reseni: (y + 1)? = 4(x — 2)

4.) Ur&ete ohnisko a fidici piimku paraboly o rovnici 2(x — 3) = y2.

Reseni: F[3,5;0];d: x = 2,5.



Analyticka geometrie u

Parabola
Varianta B

Napiste rovnici paraboly, ktera ma vrchol v pocatku, osa paraboly je shodné s osouy a

parabola prochazi bodem K[4; 8].

Piiklad:

Parabola s vrcholem v poc¢atku a osou shodnou s osou y ma rovnici:

x% = 2py

Jestlize bod K lezi na parabole, musi jeho soutadnice vyhovovat rovnici paraboly, proto je
dosadime.

42=2p-8 = p=1

Parabola ma tedy rovnici x? = 2.

Piiklad:
Varianta A

. Vysledek feseni: x% = 2y
Varianta B

Varianta C

Piiklady k procviceni:

1.) Napiste rovnici paraboly, kterda ma vrchol v pocatku, osa paraboly je shodnd s osou X a
parabola prochazi bodem L[4; 4].

Reseni: y? = 4x

2.) Napiste rovnici paraboly, znate-li vrchol V[—4; —2] a vite-li, Ze prochazi bodem
M[—1; 2] a zaroven plati, Ze osa je rovnobézna s osou y.

Reseni: (x + 4)% = %(y +2)

3.) Ur&ete ohnisko, vrchol a fidici pfimku paraboly dané rovnici x2 + 9y + 6x — 9 = 0.
Reseni: F[—3; —0,25];V[-3;2];d:y = 4,25.

4.) Urcete rovnici paraboly, ktera ma osu rovnob&znou s osou Y, ma vrchol V[6; —2] a
prochazi bodem K[3; —5].

Reseni: —3(x — 6) = (y + 2)?



n Analyticka geometrie

Parabola
Varianta C

Napiste rovnici paraboly, kterd prochazi body K[1; 2]; L[5; 2]; M[—1; 5]; N[7; 5].

Priklad:

4

Vidime, Ze parabola mé osu rovnobéznou s osou Y a ohnisko nad vrcholem, pracujeme tedy
s rovnici (x — m)? = 2p(y — n)
Maéme tii nezndmé — X, Y, z, které vypocitame dosazenim ti bod do rovnice paraboly.
KeP:(1-m)?=2p(2—n)
LeP:(5-m)?=2p(2—n)
M€ P:(—1—m)? =2p(5—n)
Po umocnéni: 1 — 2m + m? = 4p — 2pn
25 —10m+m? = 4p — 2pn
1+2m+m?=10p — 2pn

Od druhé rovnice odecteme prvni a dostaneme: 24 —8m =0 = m =3

Od druhé rovnice odecteme tieti a dostaneme: 24 — 12m = —6p.

Pokud dosadime m = 3 dostaneme —6p = —-12 = p=2

Dopocitame posledni neznamou dosazenim za m a p do kterékoliv ze tfi rovnic > n = 1.

Hledan4 parabola je (x — 3)2 = 4(y — 1).

Priklad:

Varianta A
' Vysledek feseni: (x — 3)2 = 4(y — 1)
Varianta B

Varianta C




Analyticka geometrie

1.) Napiste rovnici paraboly, kterd ma osu rovnobéznou s osou X a prochdzi body
M][0;0]; N[0; —4]. Ohnisko je F[0; —2].
Reseni: (y +2)? = +4(x + 1)

Priklady k procviceni:

2.) Napiste rovnici paraboly, ktera prochazi body K[3; 8]; L[—5; 0]; M[—2; —2]. Jeji osa je
rovnob€znad s osou Xx.

Reseni: (y — 2)% = 4(x + 6)

3.) Napiste rovnici paraboly, kterd prochazi body E[—5; 3]; F[1; —3]; G[—9; —13]. Jeji osa

je rovnobézna s osou x.

(x+3)?=-2(y-5)

4.) Urcete soutadnice spolec¢nych bodu piimky a paraboly, jestlize
pix+2y—4=0;P:x?+32y=0.

Reseni: [8; —2]



Analyticka geometrie

Teéna paraboly

T[xo; Vo] je bod dotyku, X[x; y] je libovolny bod te¢ny. Pak te¢na paraboly ma rovnici:

1.) parabola: (x — m)? = 2p(y — n)
teCna: (x —m)(xo —m) =p(y —n) + p(yo — 1)

2.) parabola: (x —m)? = —2p(y — n)
te¢na: (x —m)(xg —m) = —p(y —n) —p(yo —n)

3.) parabola: (y —n)? = 2p(x — m)
te¢na: (y —n)(yo —n) = p(x —m) + p(xo —m)

4.) parabola: (y —n)? = —2p(x — m)
te¢na: (y —n)(yo —n) = —p(x —m) —p(xo —m)

Poznamka: Osa paraboly a kazda ptimka s ni rovnobézna ma s parabolou pouze jediny

spole¢ny bod, tyto pfimky vSak nepovazujeme za tecny paraboly.



Analyticka geometrie

Te€na paraboly
Varianta A

Napiste rovnici te€ny k parabole x? + 6x — 2y + 15 = 0 v jejim bodé K[—3; 3].

Piiklad:

Rovnici paraboly pfepiseme do vrcholového tvaru: (x + 3)% = 2(y — 3)
Teéna této paraboly v bod¢ dotyku T [x,; Vo] ma rovnici:
(x+3)(x+3) =1 —3) + 1(yo +3)

Bod K je bodem dotyku, proto jeho soufadnice dosadime za x, y,.

(x+3)(-3+3)=y—-3+3+3 =>teCnamarovnici y—3 =0

Piiklad:
Varianta A

. Vysledek feSeni: y —3 =0
Varianta B

Varianta C

Priklady k procviceni:

1.) Urcete rovnici teény paraboly y = 2x2? — 5x + 1 v jejim bod& T[2; y,].

Reseni:3x —y—7=10

2.) Urcete rovnici te¢ny paraboly x = —y? + 4y — 7 v jejim bod& T[x,; —2].

Reseni: x — 8y +3 =10

3.) Napiste rovnici te¢ny k parabole y? = 3x v jejim bodé A[x; 6].

Reseni: x —4y+12=0

4.) Ovéite, ze bod T[2; 0 ] lezi na parabole 2x% — 3x + y — 2 = 0 a potom napiste rovnici
teCny v tomto bod¢.

Reseni: 5x +y — 10 =0



Analyticka geometrie

Te€na paraboly
Varianta B

Napiste rovnici te¢ny paraboly y? — 6x — 6y + 3 = 0 rovnobé&zné s ptimkou

p:3x —2y+7=0.

Piiklad:
Jakakoliv rovnobéZka s pfimkou p mé rovnici 3x — 2y + ¢ = 0. Pokud to ma byt te¢na, musi
pii feSeni vzajemné polohy paraboly a piimky vyjit jedno feseni.

s s 1w . . . wr 2y-7 , .
Vyjadiime jednu nezndmou z rovnice ptimky: x = —5— a dosadime do rovnice paraboly:

2y —7
y2—6( y3 )—6y+c=0

Po Upravé

y2 =10y +2c+3=0
Musiplatit: D =0 = 100—4(2c+3)=0 =>c=11
Tecna mé rovnici:

2x—2y+11=0

Priklad:

Varianta A
. Vysledek feSeni: 2x — 2y +11 =10
Varianta B

Varianta C

Priklady k procviceni:

1.) Napiste rovnice teCen paraboly y? — 3x + y — 2 = 0, které jsou rovnob&zné s piimkou
pix+y—1=0.

Reseni: y = —x — 2

2.) Napiste rovnice te¢en paraboly 2x% + y — 4 = 0, které jsou kolmé k piimce p:x — 7 = 0.
Reseni: y = 4



Analyticka geometrie

3.) Parabola je dana rovnici y + 3 = x2 + 2x. Urdete rovnice vSech teden paraboly, které jsou
kolmé k ptimce x +y = 0.

Reseni: 4x —4y —13 =0

4.) Parabola je d4na rovnici y + 3 = x2 + 2x. Uréete rovnice viech teen paraboly, které
obsahuji bod K[-3; —1].

Redeni: 6x +y+19=0;2x +y+7=0



H Analyticka geometrie

Te€na paraboly
Varianta C

Urcete odchylku tecen, které lze sestrojit z bodu M[0; —2] k parabole x? — 8y = 0.

Piiklad:
Tec¢na této paraboly v bodé dotyku T[x,; yo] ma rovnici
xxo = 4y + 4y,

Bod M lezi na této te¢n¢, musi tedy jeho souradnice vyhovovat rovnici tecny:

0-xp=4-(-2)+4y, = y,=2
Bod dotyku lezi na te¢n¢ a soucasné na parabole, musi tedy jeho soufadnice vyhovovat
rovnici paraboly:

%2 —8:2=0 = x,=74
Mame tedy dva body dotyku T; [4; 2]; T,[—4; 2].
Muzeme tedy napsat rovnice obou tecen:
ti:dx=4y+8 = x—-y—-2=0
tyy—4x=4y+8 = x+y+2=0

Piiklad:
Varianta A
) Vysledek feseni:
Varianta B
ti:dx=4y+8 > x—y—2=0
Varianta C 1 Y y
tyy—4x=4y+8 = x+y+2=0

Piiklady k procviceni:

1.) Rozhodnéte, zda lze z bodu M[—8; 0] sestrojit te¢ny k parabole y? + 3x + 4y — 8 = 0.
Reseni: nelze

2.) Napiste rovnici te¢ny paraboly y? — 16x — 4y — 12 = 0 prochézejici bodem K[-7;0].
Refeni: x —y+7=0;2x+3y+14=0



Analyticka geometrie

3.) Vypotitejte odchylku teen kruznice x? + y2 = 225 a paraboly y? = 16x v jejich
spole¢nych bodech.

Reseni: ¢ = 70°34°

4.) Urcete rovnici kazdé te¢ny paraboly o rovnici y? = 6x, ktera ma od osy paraboly
odchylku 45° .

Reseni: 2x + 2y +3 =0



“ Analyticka geometrie

Elipsa

Elipsu ziskdme jako prinik rotacni kuzelové plochy s rovinou, ktera neni kolma na osu této
plochy a neprochazi jejim vrcholem. Lze ji také ziskat jako prunik rota¢ni valcové plochy a
roviny, kterd neni s osou valcové plochy rovnobézna.

Elipsa je mnozina vSech bodii X v roving, které maji od dvou pevné danych boda E, F

konstantni soucet vzdalenosti; toto ¢islo zna¢ime 2a.

|EX| + |FX| = 2a
Bod S[m;n] je stfed elipsy; body E, F se nazyvaji ohniska elipsy, pficemz plati |ES| =

|SF| = e, kde ¢islo € se nazyva excentricita ( vystiednost ) elipsy. Piimka EF se nazyva

hlavni osa elipsy, body A, B jsou hlavni vrcholy elipsy a plati |AS| = |SB| = a, |AB| = 2a.

Cislo a je délka hlavni poloosy. Body C, D jsou vedlejsi vrcholy elipsy a plati |CS| =

|SD| = b, |CD| = 2b, ¢islo b je délka vedlejsi poloosy. Pfimka CD se nazyva vedlejsi osa

elipsy.

Z pravouhlého trojuhelniku SCF plati podle Pythagorovy véty:

b? + e? = a”.



Analvytické vyjadreni elipsy:

S[0; 0]; hlavni osa lezi na ose X: | =+ =1

I
c

S[m; n]; hlavni osa je rovnobézna s osou X:

y

(x—m)?

+

(y—n)?

a2

b2

=1

S[0; 0]; hlavni osa lei na ose y: | =+ %= =1

Analyticka geometrie n



Analyticka geometrie
(x-m)? | G-m)? _ 1

S[m;n]; hlavni osa je rovnobé&zna s osou y: 2t

Vniti'ni oblast elipsy s ohnisky E, F a s hlavni osou délky 2a; 2a > |EF| nazyvime mnoZinu

v$ech bodi X roviny, pro které plati:|[EX| + |FX| < 2a.

Elipsa a primka

Ptimka, ktera lezi v roviné elipsy a ma s elipsou jeden spolecny bod, je te¢nou elipsy. Ma-li
primka s elipsou dva spolecné body, nazyva se seCna. Vzajemnou polohu fesime dosazenim

z rovnice pfimky do rovnice elipsy.



Analyticka geometrie 101

Elipsa
Varianta A

Napiste rovnici elipsy, ktera ma ohniska v bodech E[—3; 2]; F[3; 2] a hlavni poloosu 5.

Piiklad:

Stied elipsy je stfed use¢ky EF = S[0; 2], podle polohy ohnisek vidime, Ze elipsa méa osu
rovnobéZnou s osou x.

|ES|=e=3;a=5

U elipsy plati: a? = e2 + b2 = b =+a? —e?

b=+52—-32=125-9=116 =4

_2\2
(y-2) —1

. . . x?
Rovnice elipsy tedy je: =t 0

Piiklad:

Varianta A - -
Varianta B Vysledek feseni: Z_s + % =1
Varianta C

Piiklady k procviceni:
1.) Napiste rovnici elipsy, kterd ma ohniska v bodech E[1; 8]; F[1; 0] a vedlej$i poloosu 3.

(x_1)2 + (y_4)2 — 1
9 25

2.) Napiste rovnici elipsy, kterd ma ohniska v bodech E[3; 1]; F[5; 1] a hlavni vrchol A[7; 1].

Resent:

(x_1)2 + (y_4)2 — 1

8

Reseni:
3.) Napiste rovnici elipsy, kterd ma ohniska v bodech E[—2; —2]; F[—2; 6] a hlavni vrchol
A[=2;7].

v 2 —_2)2
9 25

4.) Napiste rovnici elipsy, znate-li jedno ohnisko E[3; —2] a vedlejsi vrcholy
C[6;2]; D[6; —6].

(x-6)2  (y+2)?2 _
+ e = 1

Resent:
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Elipsa
Varianta B

Urgete, pro které hodnoty parametru m € R ma pfimka p: y = kx s elipsou x? + 4y? — 6x +
1=0
a) prave jeden spolecny bod; b) dva spolecné body; ¢) zadny spole¢ny bod

Vzajemnou polohu ptfimky a elipsy fesime dosazenim z rovnice ptimky do rovnice elipsy.

Podle diskriminantu rozhodujeme o poctu feSeni.

Piiklad:

Vz4jemnou polohu piimky a elipsy feSime dosazenim z rovnice piimky do rovnice elipsy.
Podle diskriminantu rozhodujeme o poctu feseni.

x> +4(mx)>—6x+1=0

x2+4m?xt—6x+1=0

x2-(1+4m?») —6x+1=0

a)D=0=36-4-(1+4m?) =0 =2 9=1+4m? = m?*=2 = m=+/2
b)D>0 = mEe (—00; —\/E)U(\/E; oo)

c)D<0 =>me (—\/E; \/E)

Piiklad:

Varianta A

Varianta B Vysledek feseni: a) m = +v/2; bym € (—00; —\/E) U (\/E; 00)
Varianta C c)m € (—V2; V2)

Priklady k procviceni:
1.) VySetiete vzajemnou polohu ptimky p: 2x + y — 6 = 0 a elipsy o rovnici 4x? + y? = 20.
Reseni: p je seéna elipsy; P;[2; 2]; P,[1;4]
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2.) Urgete, pro které hodnoty parametru k € R mé ptimka y = k s elipsou o rovnici x? +
4y? = 36 pravé jeden spolecny bod, dva spolecné body, zadny spole¢ny bod.

Reseni: k = +3;k € (=3;3); k € (—o0; —3) U (3; )

3.) Urgete délku t&tivy, kterou vytina elipsa 2x? + y2 = 8 na ptimce y = x — 2.

Reseni: g V2

4.) Vypoctitejte délku tétivy elipsy o rovnici x? + 2y? = 18, ktera lezi na ose I. A IIL.
kvadrantu.

Reseni: 4v/3
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Elipsa
Varianta C

Napiste rovnici elipsy, ktera ma osy rovnobé&zné s osami soustavy soufadnic, stied S[—3; 1] a

prochazi body K[9;9]; L[13; —5].

Priklad:

C(x+3)2 | (y-1D?
A + = 1

Rovnice elipsy se sttedem S[—3; 1] je
V rovnici mame dvé neznamé (a, b), které vypocitime dosazenim obou zadanych bodu do
rovnice elipsy za X a y.

(943)%2 = (9-1)2 (13+3)2 | (-5-1)2 _

= = 1A =t 1
Resime tedy soustavu dvou rovnic
144 64 256 36
Ztp=1 A =1
144
, . cy 1 , 1 s , . .
Z prvni rovnice vyjadiime vyraz b= 6: a dosadime do rovnice druhé

256 N 36 36-144
a? 64  64a®

Po tprave dostaneme
a’? =400; b? =100

Hledana elipsa ma tedy rovnici

2 _ 2
(x+37 ¢-17_

400 100 1
Priklad:
Varianta A
) Vysledek feseni:
Varianta B , ,
. x+3)* G@-1
Varianta C 200 + 100 1




Analyticka geometrie 105

Priklady k procviceni:
1.) Napiste rovnici elipsy, ktera ma hlavni osu totoznou s osou X, jeji stfed je v pocatku

soustavy soufadnic, hlavni poloosa ma délku 4 a elipsa prochazi bodem K [—2\/§ ; 1].

%2

v 2
Reseni: — +
16

Y -1
4
2.) Napiste rovnici elipsy, ktera ma hlavni osu rovnobé&Zznou s osou X, stied S[2; 1], hlavni

poloosa je dvakrat delsi nez vedlejsi poloosa a elipsa prochazi pocatkem soustavy soufadnic.

(x—2)2

_1\2
It
2

Reseni:
3.) Napiste rovnici elipsy, ktera méa osy shodné s osami soustavy soufadnic a prochazi body

K[3V2;4]; L[-6; V7.

2

o, x 2
Reseni: — +
50

y

Y -1
25

4.) Napiste rovnici elipsy, kterd ma hlavni osu totoZnou s osou y, stted ma v pocatku soustavy

soufadnic, hlavni poloosa méa délku 4+/2 a elipsa prochazi bodem M [—2\/5 ; 4].

2 2
My , X
Reseni: =+ =1
16 32
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Hyperbola

Hyperbolu ziskdme jako prinik rotacni kuzelové plochy s rovinou, ktera neprochézi vrcholem
kuzelové plochy. Uhel, ktery svird rovina s osou kuzele, je mensi nez thel, ktery sviraji osa

kuzele a strana kuzele.

Hyperbola je mnozina vSech bodii X v roving, které maji od dvou danych bodt E, F roviny
konstantni absolutni hodnotu rozdilu vzdalenosti; toto ¢islo zna¢ime 2a.

Bod S[m;n] je stfed hyperboly, body E, F jsou ohniska hyperboly.

Plati: |[SE| = |SF| = e, e je excentricita (vystiednost) hyperboly.

Ptimka EF se nazyva hlavni osa hyperboly, body A, B jsou hlavni vrcholy hyperboly.

Plati: |SA| = |SB| = a; |AB| = 2a; ¢islo a je délka hlavni poloosy. Vedlejsi vrcholy

hyperbola nema, body C, D vnimame jako pomocné body, pro které plati: |SC| = |SD| =
b,|CD| = 2b, ¢&islo b je délka vedlejsi poloosy, piimka CD se nazyva vedlejsi osa

hyperboly.

Mezi &isly a, b, e plati vztah odvozeny na zakladé Pythagorovy véty: e? = a? + b?, takze

e =+ a?+ b?

Hyperbola mé dvé asymptoty, které prochézeji sttedem hyperboly.




Analytické vyjadreni hyperboly a jejich asymptot:

1)

S[0; 0]; hlavni osa leZi na ose X

= 1|; rovnice asymptot:

Analyticka geometrie

. —b . . — b
A1y =—X; A1y = ——X

107
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2.) S[m;n]; hlavni osa je rovnobézna s osou X

(x—m)? (y—n)z_l
a2 bz

; rovnice asymptot:

a;:y = Z(x—m)+n; a,:y = —g(x—m)+n




3.) S[0; 0]; hlavni osa leZi na ose y

; rovnice asymptot:

Analyticka geometrie

. — a " " — a
Ay = $X; A1y = — X

109
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4.) S[m;n]; hlavni osa je rovnobézna s osou y

(x-m)? | (y-n)? }
Y + a? = 1§

rovnice asymptot: |a,:y = %(x —m)+n; a:y = —%(x —m)+n

S

Specialnim p¥ipadem je rovnoosa hyperbola. Plati: a = b = e = Va2 + a? = V2a? = aV/2.

Vniti'ni oblasti jedné vétve hyperboly s ohnisky E, F a hlavni osou délky 2a (2a < |EF|)

nazyvame mnozinu vSech bodi X roviny, pro které plati |[EX| — |FX| > 2a; vnitini oblasti
druhé vétve téze hyperboly nazyvame mnozinu vSech bodl X roviny, pro které plati

IFX| — |EX| > 2a.
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Hyperbola
Varianta A

Najdéte stied, ohniska, vrcholy a rovnice asymptot hyperboly:
25x% — 16y? — 150x + 224y — 959 = 0.

Piiklad:

Rovnici hyperboly upravime na stiedovy tvar
25(x? — 6x) — 16(y? — 14y) = 959

25(x —3)? —16(y — 7)?> = 959 + 225 — 784
25(x —3)2 —16(y — 7)? = 400

@=3)? 0= _4

16 25

Z rovnice hyperboly nyni ur¢ime velikost hlavni poloosy, vedlejsi poloosy a excentricity:
a?=16 = a=4; b*=25 = b=5 e=V16+25= V41

Soufadnice vrcholli a ohnisek tedy jsou:

A[-1;7];B[7;7]; S[3; 7];E[3 —V41; 7];F[3 +/41; 7].

Asymptoty: y — 7 = i%(x -3)

Piiklad:

Varianta A

Verianta B Vysledek feseni: A[—1; 71; B[7; 71; S[3; 71; E[3 — V41; 7]; F[3 +
Varianta C V41;7]. Asymptoty: y — 7 = + g (x—3)

Priiklady k procviceni:

1.) Najdéte stfed, ohniska, vrcholy a rovnice asymptot hyperboly:

x> —9y*+4x—-5=0

Reseni:

A[-5;0]; B[1; 0]; C[-2; —1]; D[—2; 1]; S[-2; 0]; E[-2 — v10; 0]; F[-2 + v/10; 0].

Asymptoty: y = + é (x+2)
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2.) Najdéte stred, ohniska, délku obou poloos, excentricitu a rovnice asymptot hyperboly:
(x—1)2—-4(y+2)>=16

Reseni:

S[1;-2];a=4;b=2;e = 2V5;E[1 - 2V5; =2]; F[1+ 2V5; =2,y +2 = i%(x -1)
3.) Najdéte stfed, ohniska, délku obou poloos, excentricitu a rovnice asymptot hyperboly:
2x2—(y—3)*=1

Reseni: S[0; 3]; a=g;b= 1;e=§;E[\/Z—E;3];F[—\/2—g;3];y—3 = +2x

4.) Najdéte stied, ohniska, délku obou poloos, excentricitu a rovnice asymptot hyperboly:

4y? —9x2 = 36
Reseni: S[0;0];a = 3;b = 2;e = \/E;E[O; —\/ﬁ];F[O; \/ﬁ];y = +§x
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Hyperbola
Varianta B

Napiste rovnici hyperboly, kterd ma ohniska E[—2; 1]; F[6; 1] a hlavni vrchol A[4; 1].

Piiklad:

Uréime soutadnice stiedu hyperboly, jde o stfed GiseCky EF = S[2;1].

Vzdalenost bodu 4, S je velikost hlavni poloosy a = 2, vzdalenost bodl E, S je délka
excentricity = e = 4, takze délka vedlejsi poloosy je b = V/12.

Rovnice hyperboly tedy je:

(-2 (-1 _

1
4 12

Piiklad:

Varianta A - -
Varianta B Vysledek feéeni:% - % =1
Varianta C

Priklady k procviceni:
1.) Napiste rovnici hyperboly, kterda ma ohniska v bodech E[—2; 0]; F[18; 0] a hlavni poloosu

o délce 8.

G=8)? _yr_ 4

64 36

Reseni:
2.) Napiste rovnici hyperboly s ohniskyE[1; 1]; F[1; 11] a vedlejsi poloosou o délce 4.

v 2 _1\2
Reé‘.&:ni:%—M =1

16
3.) Napiste rovnici rovnoosé hyperboly s ohnisky E[—6; 2]; F[14;2] .

-9 _ 0= _ 4
50 50

Reseni:
4.) Napiste rovnici hyperboly, ktera ma vrcholy A[0; —3]; B[—4; —3] a jedno ohnisko
E[-5; —-3].

. 2 2
Resent: oA @ =1
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Hyperbola
Varianta C

Napiste rovnici hyperboly, kterd ma osy rovnob&zné s osami soustavy soufadnic, stfed

S[2; —1] a prochazi body M[30; 23]; N[—6; 5].

Piiklad:
Dosadime do stfedové rovnice hyperboly soutfadnice stiedu:

(x—-2)? (y+1)?
az bz
M € H, proto jeho soufadnice musi vyhovovat rovnici hyperboly:

(30-2)° (@3+1)*_ _ 784 576 _

1

a? b2 7 ez bz
N € H, proto jeho soufadnice musi také vyhovovat rovnici hyperboly:
64 36
prane il
a? b?
Resime tedy soustavu dvou rovnic o dvou neznamych. Z druhé rovnice vyjadiime
36 64
2

A dosadime do rovnice prvni

Po roznasobeni zavorky
784 1024

py Py +16=1 > 240=15a*> > a*=16 = b*=12

Rovnice hledané hyperboly tedy je

-2 G+ _

1
16 12
Priklad:
Varianta A
—_2)\2 2
Varianta B Vysledek feseni: % — % =1

Varianta C
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Piiklady k procviceni:
1.) Napiste rovnici hyperboly, ktera prochazi bodem M[30; 24] a ma ohniska v bodech
E[ 0; —4V6]; F[0;4V6].

2 xZ

Reseni: = - =1
36 60

2.) Napiste rovnici hyperboly, vite-1i, Ze jeji asymptoty a,; a, maji rovnice

a,;:y = 2x; a,:y = —2x ajeden vrchol je B[3; 0].
2 2

My , X
Reseni: = -2 =1
9 36

3.) Napiste rovnici hyperboly, vite-li, Ze jeji asymptoty a;; a, maji rovnice
a;,:y = £2(x — 3) ajedno jeji ohnisko je E[—2; 0].
2

(GRS
20

Reseni:
4.) Napiste rovnici hyperboly, ktera prochézi pocatkem soustavy soufadnic a jeji asymptoty
jsou a;:3x—y+9=0; a,:3x+y+3=0.

v 2 _2\2
Resent: G427 _ % =1
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Elipsa, hyperbola, pfimka, te¢ny

Elipsa a primka

Ptimka, ktera leZi v roviné€ elipsy, je te€nou elipsy, ma-li s elipsou jeden spolecny bod. Ma-li

pfimka s elipsou dva spolecné body, je se€nou elipsy.

2 2
Tecna elipsy % + ;:—2 = 1 vjejim bodé [x,; y,] ma rovnici

XXo  YYo
@ T !
. . (x-m)? = (y-n)? . ., . , ..
Te¢na elipsy + = 1 v jejim bod¢ [xy; Vo] ma rovnici

a? b2

1

(x—m)(xo—m) (—n)(yo—n)
a? + b2 B

Hyperbola a primka

Asymptota nema s hyperbolou zadny spolecny bod, ptimka od ni rliznd, ale s ni rovnobé&zna,
protina hyperbolu pravé v jednom bod¢. Kazda dalsi ptimka bud’ protina hyperbolu ve dvou
ruznych bodech, pak je se€na, nebo ma s hyperbolou spole¢ny pravé jeden bod, pak jde o

te¢nu, nebo nema s hyperbolou zadny spolecny bod.

2 2
Teéna hyperboly % — i—z = 1 v jejim bod¢ [xy; y] ma rovnici
XXo VYo _ 1
a? b2




Analyticka geometrie SR}y

_ 2 —_n)2
Tecna hyperboly x aT) _b b?)

= 1 v jejim bod¢ [xy; y,] ma rovnici

k-—m)xo—m) G-n)lo—n) _

a?® b? !
2 2
Teéna hyperboly ::—2 - z—z = 1 v jejim bodé& [x,; y,] ma rovnici
YYo XXo 1
a? b2

y-n)?  (x-m)?
b2 o a2

Tecna hyperboly ( = 1v jejim bodé [xy; Y] ma rovnici

G-mGo—n) G-mx—m) _

a? b2 1
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Elipsa, hyperbola, pfimka, te¢ny
Varianta A

Urcete, pro které hodnoty parametru k € R mé dana pfimka s hyperbolou
a) prave jeden spolecny bod
b) dva spole¢né body
¢) zadny spolecny bod
p:y=kx—2;H:x*—y*=1
Piiklad:
O poctu spole¢nych bodl rozhoduje diskriminant pfi feSeni kvadratické rovnice, kterou
dostaneme pfi feSeni vzdjemné polohy piimky a hyperboly. Z rovnice piimky tedy dosadime
do rovnice hyperboly.
x> —(kx—-2)2=1
Po Upravé
x> —k*x*+4kx—-4=1 = x*(1—-k*)+4kx—-5=0
Vyjadiime diskriminant
D = 16k? +20(1 — k?)
a) Pfimka ma s hyperbolou jeden spole¢ny bod, pokud je D = 0.
16k? +20 —20k? =0
20— 4k* =0
20 = 4k?
k? =5
k=4V5
b) Pfimka ma s hyperbolou dva spole¢né body, pokud je D > 0.
20 —4k* >0
k* <5
k € (—V5; V5)\+1
c¢) Pfimka nemé s hyperbolou spole¢ny bod, pokud je D < 0.
20— 4k* <0
k?>5
k € (—o0; —V5) U (V5; )

Poznamka: pro k = +1 jde o asymptotickou piimku.
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Piiklad:

Varianta A

Varianta B Vysledek feseni:a) |k = +V5 ;b)|k € (—\/g; \/g)\il ;
Varianta C ¢) |k € (—o0; —V5) U (V5; )

Priklady k procviceni:

1.) Vysettete vzajemnou polohu pfimky p: 2x —y + 4 = 0 a hyperboly 4x? — y2 — 4 = 0.
Reseni: p je asymptoticka ptimka hyperboly, P [— Z; g]

2.) Ur&ete soutadnice vSech spoleénych bodti hyperboly H: 9x% — 16y? = 144 a ptimky
p:3x —4y—12=0.

Reseni: [4; 0]

3.) Uréete soufadnice spoleénych bodli hyperboly H: 64x2 — 81y? = 5184 a piimky
p:2x—y=0.

Reseni: @

4.) Urcete soutadnice spolecnych boda ptimky p.3x — 4y — 3 = 0 a elipsy

3x% + 5y% = 120.

< ., 125 117
Reseni: [5; 3]; [——; ——]
31 31
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Elipsa, hyperbola, pfimka, te¢ny
Varianta B

Ovéite, ze bod T leZi na elipse a potom napiSte rovnici te€ny v bodé T elipsy.

T[1;0;E:x*+2y?>+4x—-5=0

Piiklad:
Ma-li bod T lezZet na elipse, musi jeho soufadnice vyhovovat rovnici elipsy.
Po dosazeni dostaneme
1242-024+4-1-5=0
Bod T je tedy bodem elipsy.
Rovnici elipsy nyni upravime na tvar
(x+2)2+2y2=9
Tecna této elipsy v libovolném bod¢ dotyku o soufadnicich [x,; y,] ma rovnici
(x+2)(xg+2)+2yy,=9
Dosadime soutfadnice bodu dotyku
(x+2)1+4+2)+2y-0=9 = 3x+6=9
Hledana te¢na ma rovnici

x—1=0

Priklad:

Varianta A
. Vysledek feseni: x —1 =0
Varianta B

Varianta C

Priklady k procviceni:

1.) Ovéite, ze bod T lezi na hyperbole a potom napisSte rovnici te¢ny v bodé T hyperboly.
T[-2;2];H:4x*> —y2 =12 =0

Reseni: 4x +y+6 =10
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2.) Napiste rovnice tecen elipsy E: x? + 9y% — 5 = 0, ktera je rovnob&zna s piimkou

p:2x — 3y =0.

wIiN

Redeni: y = Zx ig

3.) Napiste rovnice te¢en hyperboly H: x? — 4y? = 12, které jsou kolmé k piimce p: x —
y=0.

Reseni: y = —x + 3

4.) Urgete délku t&tivy, kterou vytina hyperbola H: x? — 2y? = 4 na piimce y = x — 2.

Reseni: 4v/2
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Elipsa, hyperbola, pfimka, te¢ny
Varianta C

Urc¢ete odchylku tecen, které lze sestrojit z bodu M[0; 0] k hyperbole
x?—4y?—6x—3=0.

Piiklad:
Rovnici hyperboly upravime na tvar
(x—3)2—4y?2 =12
Libovolna te¢na této hyperboly v bodé dotyku T[x,; V] ma rovnici
(x —3)(xg — 3) —4yy, = 12
Bod M ma lezet na te¢n¢ hyperboly, musi tedy jeho soutadnice vyhovovat pii dosazeni za
X,y.
0-3)(xg—3)—4y-0=12 = x,=-1
Hledany bod dotyku T[—1; y,] lezi na hyperbole, jeho soufadnice tedy musi vyhovovat
rovnici hyperboly
(—1-3)2—-4y,2=12 = y,=%F1
Miizeme tedy napsat rovnice tecen:
ti:(x—3)(-1-3)—4-1-y=12
tr:(x—3)(-1-3)—-4-(-1y =12
Po upravé
tiix+y=0
tyyx—y=0
Odchylka tecen je 90°, protoze vidime podle normalovych vektort obou piimek, ze ptimky

jsou na sebe kolmé.

Piiklad:

Varianta A
. Vysledek feSeni:gp = 90°.
Varianta B

Varianta C
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Priklady k procviceni:

1.) Napiste rovnici teny hyperboly 6x? — 4y? = 1 tak, aby odchylka te¢ny a osy X byla 60°.
Reseni: y = /3x i%

2.) Pro ktera realna ¢isla m piimka o rovnicix —y +m =0

a) protina hyperbolu o rovnici 4x? — 25y2 = 100

b) dotyka se ji

¢) nema s ni spole¢né body?

Regeni:

a)ymeE (—00; —\/ﬁ) U (\/ﬁ, 00)

by m € {—V21; V21}

c)me (—\/ﬁ; \/ﬁ)

3.) Vypotitejte odchylku te¢en hyperboly o rovnici x? — y? = 64, které prochazeji bodem
R|12; Z].

Reseni: ¢ = 10°28°

4.) Napiste rovnici te¢ny elipsy 3x% + y? = 36 tak, aby odchylka te¢ny a osy x byla 30°.

Reseni: y = —?x + 2v10
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Kulova plocha

Kulova plocha (sféra) je mnozina vSech bodii v prostoru, které maji od daného bodu S (stfedu

kulové plochy) danou vzdélenost r, tzv. polomér kulové plochy.
Ma-li stied kulové plochy soutadnice [m; n; p] a polomér kulové plochy je r, pak bod

X[x; y; z] je bodem kulové plochy praveé tehdy, jestlize plati:

x-m?+ @ -n?+(z-p?=r
Koule je mnozina vSech bodl v prostoru, které maji od daného bodu S (stfedu koule)
vzdalenost mensi nebo rovnu danému ¢islu, tzv. poloméru koule.
Ma-li stfed koule soufadnice [m;n;p] a polomér koule je r, pak bod X[x; y; z] je bodem
koule pravé tehdy, jestlize plati:

(x—m)*+ (y—n)?+(z—-p)* <r?

Vzajemna poloha roviny a kulové plochy (koule)

Prinikem kulové plochy (koule) a roviny je kruznice (kruh), bod nebo prazdna mnozina.
Zavisi to na vzdalenosti roviny od stfedu kulové plochy (koule).
Je-1i vzdélenost roviny od stiedu kulové plochy (koule) vétsi nez jeji polomér, je prianikem

prazdna mnozina.
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Je-li vzdalenost roviny od stfedu kulové plochy (koule) mensi nez jeji polomér, prinikem je
kruznice (kruh).
Je-li vzdalenost roviny od stiedu kulové plochy (koule) rovna jejimu poloméru, prilnikem je

bod, ktery nazyvame bod dotyku. Rovinu v tomto ptipad¢ nazyvame te¢na rovina.

Vzajemna poloha primky a kulové plochy

Ptimka ma s kulovou plochou nejvyse dva spole¢né body. Vzajemna poloha zavisi na
vzdalenosti pfimky od stfedu kulové plochy.

Je-li vzdalenost primky od kulové plochy mensi nez jeji polomér, ma piimka s kulovou
plochou dva spolecné body.

Je-1i vzdalenost pfimky od sttedu kulové plochy vétsi nez jeji polomér, je prinikem prazdna
mnozina.

Je-1i vzdalenost ptimky od stiedu kulové plochy rovna jejimu poloméru, je prinikem jediny

bod, ktery nazyvame bod dotyku. Pfimka je tecnou kulové plochy.

OOC
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Vzajemna poloha primky a koule

Je-li vzdalenost pfimky od stiedu koule mensi nez jeji polomér, je prinikem usecka.
Je-1i vzdélenost pfimky od stfedu koule vétsi nez jeji polomér, je prinikem prazdna mnoZina.
Je-1i vzdélenost pfimky od stiedu koule rovna poloméru koule, je prinikem jediny bod, ktery

nazyvame bod dotyku.
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Kulova plocha
Varianta A

Urcete vSechny hodnoty parametru m € R, pro néZ rovnice

x2 + y? + z? — 4x + 2z + m = 0 vyjadtuje kulovou plochu.

Piiklad:
Rovnici upravime na stfedovy tvar
(x—2)2+y’+(z+1)?=-m+4+1
(x—2)2+y*+(z+1)?*=5-m
Rovnice bude rovnici kulové plochy prave tehdy, jestlize prava strana rovnice bude

vétSinez0=>5—-m>0 = [m<5

Piiklad:

Varianta A

Varianta B Vysledek feSeni: [m < 5

Varianta C

Priklady k procviceni:

1.) Urcete stied a polomér kulové plochy o rovnici x2 + y? + z2 — 6x + 10y — 4z + 22 = 0.
Také urcete pruseciky os soufadnic x, y, z s kulovou plochou.

Reseni: S[3; —5; 2];r = 4; prisedik s osou X a s osou z neexistuje

[0; —5+4+14/3; 0]; [0; —-5-— \/§]

2.) Urcete stied a polomér kulové plochy o rovnici x2 + y? + z2 — 4x + 7y — 3z = 0. Také

urcete priseciky soutadnicovych os x, y, z s kulovou plochou.

Reseni: S[2; —3,5;1,5];7 = +/18,5; [0;0; 0]; [4;0;0]; [0; —7;0]; [0;0; 3]
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3.) Ur&ete stied a polomér kulové plochy o rovnici x? + y? + z2 + 10x — 5y — 4z — 2 = 0.
Také urcete pruseciky soutradnicovych os x, y, z s kulovou plochou.

Reseni: S[-5;2,5;2];r = M; [—5 + 3v/3;0; 0]; [—5 —34/3;0; O];

[0;0,5(5 + v33); 0] ; [0;0,5(5 — V33); 0]; [0;0; 2 + V6]; [0;0;2 — V6]

4.) Urgete stied a polomér kulové plochy o rovnici x? + y? + z2 — 12x + 40y — 3z — 4 = 0.
Také urcete pruseciky souradnicovych os x, y, z s kulovou plochou.

Reseni: S[6; —20; 1,5]; 7 = 1/442,25; [6 + 2v/10; 0;0]; [6 — 2/10; 0; 0];

[0; —20 + 2v101;0]; [0; —20 — 2v/101; 0]; [0; 0;4]; [0; 0; —1]
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Kulova plocha
Varianta B
Napiste rovnici kulové plochy, kterd ma stied S[1; —2; 3] a prochazi bodem A[—3; 1; —1].

Pak urcete pruseciky této plochy s ptfimkami, které prochazeji bodem A a jsou rovnobézné

s osami soustavy soufadnic.

Piiklad:
Urc¢ime polomér kulové plochy jako vzdalenost bodi A a S.
r=4S| =@ +3)2+(-2-1)2+ 3+ 1)2=V16+9 + 16 = V41
Rovnice kulové plochy tedy je
(x—1)2+@y+2)2+(=z-3)?%=41

Ptimka, kterd prochazi bodem A a je rovnob&zna s osou X, ma parametrické vyjadieni
x==-3+t,y=1z=-1;t€R
Vzéjemnou polohu kulové plochy a piimky feSime dosazenim parametrickych rovnic pfimky
do rovnice kulové plochy
(-3+t—-1D?+1+2)?+(-1-3)2=41
t?—8t+16+9+ 16 = 41

t2—-8t=0
t(t—8)=0
t1:0,' t2:8

Priseciky maji soufadnice: [X,[—3;1; —1] = 4; X,[5;1; —1]]

Piimka, ktera prochazi bodem A a je rovnobézna s osou Yy, ma rovnici
x==-3;y=1+s;z=-1;s€R
Dosadime do rovnice kulové plochy
(-3—1)?+(1+s+2)?*+(-1-3)?*=41
16 +9+ 65+ 5%+ 16 = 41

s?2+65s=0
s(s+6)=0
Sl=0; Sz=_6

Pritseciky maji soufadnice. |Y;[—3; 1; —1] = 4; Y,[-3; —5; —1]|
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Ptimka, ktera prochazi bodem A a je rovnobézna s osou Z, ma rovnici
x==-3;y=1z=-1+r,7€R
Dosadime do rovnice kulové plochy
(-3—-1)2?+(1+2)2+(-1+r—-3)>=41
16+9+4+16 —8r+1r? =41
r2—8r=0

T1=0;7‘2=8

Prisec¢iky maji souradnice: |Zl[—3; 1, —1] = A4; Z,[-3;1; 7]|

Priklad:

Varianta A
, Vysledek feeni:(x — 1)? + (y + 2)? + (z — 3)? = 41
Varianta B

Varianta C

Piiklady k procviceni:

1.) Ur&ete prise¢iky kulové plochy dané rovnici (x — 3)% + (y + 2)? + z% = 38 a piimky,
ktera prochazi bodem A[0; 3; 1] a je rovnob&Zna se souradnicovou osou z.

Reseni: [0; 3;2]; [0;3; —2]

2.) Jsou dany body A[2; —1; 0]; B[—2; 7; 4]. Urcete spole¢né body kulové plochy dané
rovnici (x — 3)? + (y + 2)? + z% = 38 a polopfimky BA.

Reseni: [0;3;2]; [5; —7; =3]

3.) Je ddna piimka p:x = 4,y =1 — 6t,z = 4 — 6t;t € R a bod A[—6; 6; 5]. Najdéte rovnici
kulové plochy, kterda ma stfed v bod¢ A a s pfimkou p mé praveé jeden spolecny bod.
Reseni: (x + 6)% + (y — 6)% + (z — 5)? = 108

4.) Mezi kulovymi plochami, které maji rovnice (x + 4)? + (y —3)?2+ (z—1)? +d =

0; d € R urcete ty, které maji s ptimkoux = 7 + 5t;y = 3+ 2t;z = 6 + t; t € R pravé
jeden spole¢ny bod.

Reseni: d = —26
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Kulova plocha
Varianta C

Urcete rovnice kulové plochy, ktera prochéazi body
A[2; —1;0]; B[5;0; —4]; C[0; —3; —2]; D[3; 6; —6]. Uréete rovnice te¢nych rovin kulové
plochy v bodech A, B a odchylku téchto te¢nych rovin.

Piiklad:

Do stfedové rovnice kulové plochy budeme postupné dosazovat jednotlivé body.
2-m)+(—-1—-n)2+p?=1r2 (1)
G-m)?+n?+(—4—p)?=r? ()
m?+(-3—-n)2+(-2-p)? =r? 3)
(B3-m)?+ (6 -n)*+ (=6 —p)* =12 4)
Po umocnéni a seteni

m?2—4m+n®+2n+p?=1r2-5 (1)
m? —10m+n? +p? +8p =r? — 41 ()
m?+n?+6n+p’+4p=r?—-13 3)
m?2—6m+n?—12n+p?+12p =12 -81 4)

Od rovnice (1) odecteme rovnici (2)

6m + 2n —8p = 36 = 3m+n—4p =18
Od rovnice (1) odecteme rovnici (3)

—4m—-—4n—4p =18 > m+n+p=-2
Od rovnice (1) odecteme rovnici (4)

2m+14n—-12p=76 = m+7n—6p =38
Dostavame soustavu tfi rovnic o tiech nezndmych, kterou vyieSime
Po vyteseni soustavy dostaneme

m=0n=2,p=—4
Dopocitame polomér kulové plochy dosazenim do nékteré z rovnic s vyrazem r? = r? = 29
Kulové plocha ma tedy rovnici
2+ (-2 +z+4)?*=29

Normalovy vektor tené roviny v bodé A je:f, = SA = (2; —3;4)
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Tecna rovina ma tedy rovnici
2x—3y+4z—-7=0
Normalovy vektor tené roviny v bod& B je: ig = SB = (5; —2; 0)
Tecna rovina ma tedy rovnici
5x =2y —-25=0
Odchylka tecnych rovin je odchylka normalovych vektori

10+ 6
V29 -4/29

cosp = = ¢ =56°31"

Priklad:

Varianta A
. Vysledek feSeni: ¢ = 56°31°
Varianta B

Varianta C

Priklady k procviceni:

1.) Urcete spole¢né body kulové plochy x% + y? + z2 + 10x — 6y — 2z + 9 = 0 a piimky
AB; A[5;6; —16]; B[-7; —2;12].

Reseni: [—1;2; —2]; [-4;0;5]

2.) Mezi rovinami, které maji rovnice 2x — 3y + 2z + d = 0;d € R urcete ty, které se
dotykaji kulové plochy o rovnici x? + y? + z2 — 4x + 2z = 0. (Vyuzijte stied a polomér
kulové plochy).

Reseni: d = —2 + /85

3.) Urgete te¢né roviny kulové plochy o rovnici (x — 4)? + (y + 2)? + (z — 1)? = 38

v jejich bodech A[—1; 1; 3]; B[—2; —1;0]; C[1;3; —1].

Refeni: 5x — 3y —2z+14=0;6x—y+z+11=0;3x -5y +2z+14=0

4.) Je dana kulova plocha x? + y2 + z? — 4x + 6y — 10z = 0 abod A[—4; —4;4]. Urcete
rovnici roviny, kterd se dotykéa dané kulové plochy v bod¢ A.

Reseni: 6x +y +z + 24 = 0.



