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4 Uvod

Uvod

Vazeni ¢tenéfri,

mate pred sebou studijni text uréeny pro studenty matematiky prvniho ro¢niku
gymnazia v ramci distan¢niho vzdélavani. To, Ze je urCeny pro gymnazia,
nevyluCuje moznost jeho pouZiti na jiné stfedni Skole, miZe slouZit i
zajemcum o uvodni partie matematiky z oblasti algebry. Nejde o manual, ve
kterém bych v abecednim pofadku uvedl a popsal vSechny moZzné metody,
postupy a ulohy z oblasti algebry. Snazil jsem se na tomto omezeném
prostoru priblizit vam nejzakladnéjSi algebraické techniky a dovednosti, bez
kterych neni moZzné zvladnout dalSi studium stfedoSkolské matematiky.
Dovednost upravovat algebraické vyrazy je zcela nepostradatelna pfi feSeni
mnoha matematickych uloh, v teoretickych Uvahach i pro pouZziti matematiky
v praxi. Ve tfech kapitolach je provedeno shrnuti a systemizace zékladnich
poznatkli ze stfedoSkolské algebry, predevSim Uuprav ciselnych vyraza,
mnohoclend a algebraickych vyrazd. Pfitom nezbytnou soucasti téchto Uprav
je stanoveni podminky, za niZz maji Upravy smysl.

VétSina pojmu a dovednosti uvedenych v 1. kapitole je vam znama jiz ze
zékladni Skoly, pro mnohé zvas to bude jen jako kondi¢ni trénink pro
sportovce. Presto Ctéte text pozorné a nepodcenujte jej. Formulace, postupy a
jiné dovednosti jsou zde vysvétleny pfesnéji a provedeny preciznéji, logicky na
sebe navazuji. A navic, je tfeba urcité véci pfipomenout a oZivit v paméti. Tim
lépe pak zvladnete dalSi kapitoly a u¢ivo vam bude pfipadat jednodussi.

V kapitolach 2 a 3 najdete shrnuti poznatkl z oblasti uprav mnohoclen
a algebraickych vyrazl. V nékolika odstavcich jsem shrnul techniky
stanovovani definiéniho oboru vyrazl, popf. nékteré speciélni ulohy na téma
ddkazu algebraickych rovnosti a nerovnosti.

Cilem textu je, abyste po jeho nastudovani zvladali pouzivani nejriznéjSich
algebraickych technik, byli schopni vybrat z nékolika moZnych metod tu
efektivnéjSi. Tento text jist€ neni sbirkou vSech typ( uUloh. V opofe vam
predkladam zakladni typy algebraickych uloh. Na procvi¢eni a upevnéni
nabytych dovednosti sahnéte i po jinych sbirkach uloh, tipy na nékteré sbirky

najdete v citované literature.

Hodné trpélivosti a vytrvalosti pfi studiu vam preje
Michal Vavros
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Po prostudovani opory budete znat:

zakladni algebraické techniky

Ciselné obory a jejich znaceni

pojem interval, typy intervald, jejich znaceni a zakladni operace s nimi
pojem mnohoclen, zakladni typy mnohoclen(, operace s mnohocleny —
scitani, od¢itani, nasobeni a déleni, vzorce pro umochovani jednoclenu
a dvojclenu

moznosti rozkladu mnohodélenu na souéin

Po prostudovani opory budete schopni:

orientovat se v Ciselnych oborech a jejich zna¢kach

orientovat se v zakladnich pojmech stfedoSkolské algebry

upravit Ciselny vyraz

upravit algebraicky vyraz a stanovit podminku jeho platnosti

ovladat postupy pfi FeSeni racionalnich a iracionalnich algebraickych

vyrazu.

Ziskate:

prehled o pouzivanych algebraickych metodach a technikach
zruénost a dovednosti nezbytné pro zvladnuti dalSich partii matematiky
ziskate dovednosti v numerickych vypoctech

budete Iépe rozumét matematickému jazyku.
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1 Zakladni poznatky

V této kapitole se dozvite : zakladni pojmy z oblasti mnozin, jak znacit
Ciselné obory, jak provadét ciselné operace, vyznam pojmu interval a jeho
mozné zapisy, jeho vyuziti pii zapisu feSeni tlohy nebo jeho c¢asti.

V této kapitole se nau_¢€ite: rozliSovat ciselné obory a jejich zapisy,
zarazovat cislo do pfrislusného ¢iselného oboru; chapat vztah rovnosti
a inkluze mezi mnozZinami; zakladni numerické vypocty a pravidla p/
s pocitani ciselnymi vyrazy, zakladni vlastnosti pocetnich operaci
(komutativnost, asociativnhost, distributivhost); v oboru celych Ccisel
S jistotou pracovat i se zapornymi (cisly; chapat pojem mocnina
s celoCiselnym exponentem, ovlddat zakladni pravidla pro pocitani
s mocninami; v oboru realnych ¢isel umét zobrazit reéalna cisla na cgiselné
ose, ovladat pojem interval a jeho zapis, chdpat a umét provadét
mnozinove operace sjednoceni a pranik s intervaly .

Kli€ova slova kapitoly : ¢€iselny obor; mnozina, po ¢&etni operace,
komutativnost, asociativnost, distributivnost, inte rval, €iselny vyraz,
absolutni hodnota.

Cas pot febny pro prostudovani kapitoly
2 + 4 hodiny (teorie + feSeni prikladu)

Pravodce

Jak uz jsem v Uvodu napsal, tato kapitola je takovym kondi¢nim tréninkem
sportovce. Neudélame spolu diru do svéta matematiky, ale dovednosti zde
ziskané upotfebite nejen v dalSich kapitolach tohoto textu, ale prfedevSim pfi
dalSim studiu matematiky.

Pro mnohé z vas to mozna bude jen pfipomenuti toho, co uz davno znate
pouzivate. Presto, Ctéte pozorné. J& povazuji dovednosti ziskané v této
kapitolem za nezbytné pro jakékoli dalSi ¢teni matematického textu. Musite
se orientovat v €iselnych oborech a osvojit si principy zékladnich po&etnich
operaci.

Kazdy zacatek je lehky!
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1.1 Mnoziny, €¢iselné obory

Pojem mnozina je jednim ze zakladnich pojmu moderni matematiky.
Intuitivné bychom mohli fici, Ze mnozina je soubor nebo skupina
navzajem ruznych objektd, kde u kazdého objektu musi byt mozné
rozhodnout, zda do dané mnoziny patfi, ¢i nikoliv. MnozZiny zpravidla
znacime velikymi pismeny, napf. A/B,N,R.

Jednotlivé objekty, které patfi do dané mnoZiny, nazyvame prvky
mnoziny . Znaci se obvykle malymi pismeny, napf. a,b, p, .

Je-li x prvkem mnoziny A, vyjadfujeme to zapisem xOA, neni-li
x prvkem mnoziny A, vyjadiujeme to zdpisem x[OA. Je vhodné uvazit
téZ mnozinu, ktera neobsahuje zadny prvek. Nazyva se prdzdna mnozina

a znacime ji symbolem 0. Mnoziny, které obsahuji aspon jeden prvek, se
nazyvaji neprazdné mnoziny . Mnozina, ktera ma konecny pocet prvku se
nazyva koneéna mnozZina . Kazda mnozina, kterd neni konecna, se
nazyva nekone ¢na mnozina .

MnoZinu mdzeme zadat riiznymi zpGsoby. Casté jsou tyto dva zpdsoby
jejiho zadani:
a) Vyétem prvk U, tj. uvedeme vSechny prvky mnoziny, vyjmenujeme je.
Uvedu nékolik pfikladd kone&nych i nekone&nych mnozin.

A:{J;2;3;4;5}, B={-9-8....;-%, C={c;c,;...;Cc.},

D ={0,246..}, E={.;-3-2-10}, F={a;a,..}.

b) Charakteristickou vlastnosti , tj. takovou vlastnosti, kterou maji pravé
jen prvky zadané mnoziny.

Opét uvedu nékolik pFikladu.

Mnozina K vSech pfirozenych ¢&isel od 10 do 20.

MnoZina L vSech celych &isel vétSich neZ —4 a mensich nez 8.

Pro zapsani prvkd mnoziny, kterd je ur€ena charakteristickou vlastnosti, si
uvédomte, Ze tuto vlastnost museji mit jen prvky této mnoziny. Davejte siI
pozor na slovni vazby ,vétSi nez" nebo ,vétSi nebo rovno nez“, zda se jedna o

I Cisla pfirozen& nebo realna. I

IV tuto chvili berte pojmy jako pfirozena, cela nebo realna Cisla intuitivné, jakI
jste je poznali na z&kladni Skole. Blize se k nim dostaneme v dalSim odstavci. I

Charakteristickou vlastnosti jsou rovnéz zadany mnoziny v uloze 1.1 na konci I
I této podkapitoly. VSimnéte si zde symbolického zapisu téchto mnozin.

PFiklad
Rozhodnéte, zda plati:
a) 40{2;34}, b) 50{2:34}, c) 0010.

Mnozina

Prvky
mnoziny
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Navod a feSeni.
VSechny pfipady plati.

provodee 1

Pozor na nespravny zapis prazdné mnoziny {0}. Tento zépis predstavuje
mnozinu, ktera obsahuje jediny prvek - nulu.

Dale vas chci upozornit na nespravny zépis {4;8}0{24;6;8}. Intuitivng jist&
vidime, Ze prvky 4 a 8 jedné mnoziny jsou prvky i dané mnoziny. MnoZina je
vSak podmnoZinou dané mnoziny a tu skute€nost vyjadfujeme zapisem

{4;8} O {2;4;6;8}.

Priklad

Rozhodnéte, zda plati:

a) 40{234}, b){3510{234}, c) {ab3 O{a;b;c;235}, d) 0 O{k;I;m},
e) {123 0{1,23}.

Navod a feSeni.
Nema smysl; plati; plati; plati (prazdna mnozina je podmnozinou kazdé
mnoziny); plati (mnozZina je podmnoZzinou i sebe sama).

Pfistoupim k rozSifeni pojmu Cisla a uvedu vam klasifikaci Cisel
do cCiselnych obord. Pojem Cisla se v historii lidstva postupné rozSifoval.
K z&kladnim matematickym pojmum patfi €isla 1, 2, 3, 4, ..., ktera slouzi
k vyjadfeni poctu osob, zvifat, predmétld apod. Matematicky presné jimi
vyjadfujeme pocty prvkd kone€nych neprazdnych mnozin. Tento Ciselny
obor nazyvame pfirozenad ¢isla a znaCime N ; piSeme N:{L‘Z;...}.

Pfirozena €isla s nulou zna¢ime N,; piSeme N, ={0,1,2;..}.

Cela €isla jsou ¢isla ...;-2,-1,03;2;..., jsou to tedy vSechna pfirozena
Cisla (celd kladna Ccisla), nula a zaporna cela Ccisla (Cisla opacna
k pfirozenym c¢islim). Mnozinu celych Cisel zna¢ime Z. Cel& disla jsou
dalezitd pro vyjadfeni pfirastku, Ubytku, vyjadfujeme jimi zmény poctu
prvkd apod.

MnozZina N se nazyvad mnozina celych kladnych ¢isel, mnozinu N,

nazyvame obor nezapornych celych Cisel.

Racionalni ¢&isla E, kde pje celé Cislo a q je pfirozené, napf.
q

%;_72;5;%a pouzivame je k vyjadieni poctu celkd a jejich dild apod.
Mnozinu racionalnich ¢isel znacime Q.

Pfirozena
éisla

Cela gisla

Racionalni
éisla
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Redlna c¢isla jsou vSechna racionalni Cisla a €isla iracionalni (napf.
.7 G, o
\/E;—\/g;l/l?);...;me;logZ;st;...). Lze jimi vyjadfit vysledky méreni délek,

obsahu, objemu apod. Tento Ciselny obor znaime R.

Tato klasifikace cCisel neni Uplnd. Béhem svého studia stfedoSkolské
matematiky poznate jesté jeden Ciselny obor, mnozZinu komplexnich &isel,
kdy k &islum realnym pridate jesté Cisla imaginarni. Jak uZ jejich samotny
nazev napovida, nejsou to Cisla, kterd by méla oporu v redlnych situacich,
jako tomu bylo u pfedchazejicich Ciselnych oborud. Slouzi mj. k vyjadfeni
odmocniny ze zaporného Cdisla. Tato Cisla maji velké uplatnéni nejen
v matematice, ale i ve fyzice.

Z hlediska mnoZinového je obor pfirozenych €isel podmnoZzinou oboru
celych Ccisel, ten je zase podmnozinou oboru racionalnich cisel atd.
Symbolikou zapsano N 0 Z 0 Q O R.

Priklad:
Rozhodnéte, ktera z danych Cisel

708; 15 3. Jo: V1L 12\/_tan - 21°: |0g10; 0; sin30°; sin60°

jsou a) pFirozena, b) celd, c) racionalni, d) iracionalni, e) realna.

Névod a Feéeni

Pruvodce
Musite si uvédomit, co po vas vlastné chci — vybrat Cisla z pfislusnych
Ciselnych obord. U &isla 7 je to jasné (pfirozené ¢&islo); Cislo 0,8 je potieba

vidét ve tvaru % :g, ale i tak vidite, Ze celé Cislo to neni. Pak je tady par

zajimavosti jako /9 = 310910 =1sin30° = % =05.

e - i

a) 7:4/9=32"10g10=10N, b) 7:4/9;-12:2%:10910,00Z,,

07 0,8;%; ~1218: ~122°10g10; 0:sin30° =2 11Q,

d — \/_1 J18; tang sin60° jsou iracionalni Cisla, e) vSechna jsou
realna.
Uloha 1.1

1. Jaky je vztah mezi pfirozenymi €isly a celymi Cisly?
2. Muze byt nékdy soucet nebo soucin dvou raciondlnich &isel Cislem
iracionalnim?

Realna
Gisla
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3. Napiste mnozinu vSech prvocCisel menSich nez 10. (Prvocislo je
pfirozené Cislo vétsi nez jedna, které méa jako délitele pouze jedni¢ku a
sebe sama.)
4. NapiSte vSechna licha cela Cisla vétsi nez —3 a mensi nebo rovna 5.
5. Ur€ete vyCtem prvkd nasledujici mnoziny:

A:{XD N; x? <20}

B={XDZ; x* = x}

C :{XD R, x* = —4}.

Reseni tlohy naleznete v kapitole 1.5 Re3eni tloh.

1.2 Zakladni aritmetické pojmy

Priavodce

V této Casti vam vylozim nékteré zakladni aritmetické pojmy, jako je rovnostI

Cisel, aritmetické operace a jejich vlastnosti. Dulezité z hlediska teorie mnozin

bude zavedeni usporadéani reélnych c&isel.

Rovnost €isel vyjadifujeme zapisem a=b, kde a,bjsou realna Cisla.
Z&kladni pocetni operace jsou sé€itani €isel a,b, jim pfifadime Cislo a+b
oznacované jako soucet a,b; nasobeni ¢isel a,b, jim pfifadime &islo alb
oznacované jako soucin Cisel a,b.

K témto operacim definujeme inverzni pocetni operace. Od¢€itani ¢isel je
operace, kterou ke dvéma cislim a,b pfifazujeme Cislo x oznacované

jako a—b, zvané rozdil Cisel a,b v tomto pofadi, takové, Ze plati b+ x=a.
Déleni ¢&isel je operace, kterou ke dvéma Cislim a,b pfifazujeme €islo x

y L a . S —
oznaCované jako a:b, resp.E, zvané podil Cisel a,b v tomto pofadi,

takové, Ze plati blx=a.

rm—e———_——— e ———
Pravodce

éisla.
Napf. cosn=-1,2+3=510g10=1.

NENi DEFINOVANO DELENIi NULOU!!!

7z wrs

pamatujte si: ,, Nulou nepod élis!“

Rovnosti Cisel rozumime, Ze symboly a,b predstavuji dvé vyjadfeni téhoz

S (y a - ] .
Proto u vyrazu tvaru a:bnebo téz b’ kde a,bznaci cela Cisla, musime vzdy

klast podminku, tedy b# 0. Toto je jedno ze zasadnich pravidel matematiky.
I Existuje nékolik pfikladd a matematickych fikanek, kdy vysledkem je

evidentni rozpor s realitou, napf. 1=2 apod. Jejich znéni najdete na internetu.
I Casto je podstatou takové problémové Glohy déleni vyrazem, ktery maze byt
I roven nule, a na jeho podminku se ,zapomene“. Proto znovu opakuji,

&

Rovnost,
séitani a
nasobeni
Gisel

Od¢itani a
déleni
Gisel

&
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Pruvodce

IA nyni vdm pfipomenu zakladni vlastnosti realnych Cisel, které se tykajll
Ipocetmch operaci a jejich usporadani. Je potieba, abyste se tyto pOmeI
naucili.

Zakladni véty o vlastnostech operaci s¢itani a nasobeni v oboru R

Pro kazda realné ¢Cisla a,b,cplati

atb=b+a ... komutativnost s €itani,

alb=bla ... komutativnost nasobeni
(a+b)+c=a+(b+c) ... asociativnost s €itani,

(ab)c = a(bc) ... asociativnost nasobeni ,

(a+b)c=ac+bc ...distributivhost ndsobeni vzhledem ks  ¢itani.
'Pravodee T T T

Komutativnost je zfejma. Bez problému rozumite, Ze 2+3=3+2; stejné jako u
nasobeni plati rovnost 2(3=3[2.
Asociativnost je jakési pfezavorkovani vyrazu, téz sdruzovani; tedy (4 + 5) +
6 je totéZz jako 4 + (5 + 6) a obé je rovno 15. Jinymi slovy, miZete si dat
dohromady (sdruzit) to, co je pro vas vyhodnéjsi. Napf. (14 + 13) + 7 bude
pro nékoho lepsi pocitat jako 14 + (13 + 7) = 14 + 20 = 34.
Distributivhost pfedstavuje roznasobeni:

3[(4+5)=3[4+3[5, 2(x+Yy)=2x+2y

Mezi zakladni existencni véty v oboru R se Fadi tyto Ctyfi véty:

V oboru R existuje pravé jedno Cislo 0 takové, Ze pro kazdé xOR
plati x+0=x

V oboru R existuje pravé jedno cislo 1 takové, Ze pro kazdé xOR
plati x[1=x

V oboru R existuje k Cislu x pravé jedno Cislo — x takove, Ze
plati x+(-x) =0.
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. L x oo 1 L
V oboru R existuje k Cislu x# 0 pravé jedno Cislo — takové, ze
X

plati x [—% =1
X

Pravodce ]
Myslim, Ze jste tyto tzv. existencni véty intuitivné tusSili a nic pfekvapuijici to
pro vas neni. Jen je potfeba pomalu vstfebavat matematickou terminologii,
ktera je velmi pfesnd. | na tak banalni véc, jakou je skute¢nost, ze 5 + 0 = 5,
kterou vSichni zndme uz od prvniho stupné zakladni Skoly, je potfeba si
zvyknout i v podani jazyka matematiky. Cisla 0 al maji pro mnozinu realnych
Cisel zasadni vyznam, o kterém se vice dozvite na vysoké Skole.

. S oo w1 xe w1 C e
Cislo —x se nazyva Cislo opacné k Cislu x, €islo — se nazyva prevracené
X

Gislo k &islu x#0.

— e e = ]
Priklad

Upravme spole¢né tyto Ctyfi vyrazy:

-(-a) =4, —a-b=-(a+bh),

(-a)b=-ab, (-a)(-b)=ab.

Jen je tfeba si uvédomit postaveni znaménka minus, mozna nékterym
Z vas pomuze, predstavite-li si misto minus ¢islo -1.

Pak napf. —a-b=-1la+(-1)[b=-1(a+b) =—(a+b).

e T e e e e e T e ===
I-Prﬂvodc:e
Dulezitou skute€nosti je odpovéd na nasledujici otazku.
Kdy je soucin dvou realnych &isel roven nule?
ab=07?
Navod a feSeni. Soucin dvou realnych Cisel a,bje roven nule, pravé kdyz
alespon jedno z Cisel a,b je rovno nule.
ab=0 -« a=0Cb=0.
Toho Ize vyuzit pfi feSeni nésledujicich prikladu.

S —
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Priklad
ResSte nasledujici rovnice v oboru R:

a) x(x-3)=0 "
b) (x+4)(x—-6) = 0.

Navod a feSeni.
Kazdy z Ciniteld soucinu mize byt roven nule. Napf. v a) je to x =0 nebo
x—3=0, odkud jsou dveé feSeni; x=0; 3. Podobné v b) x=-4; 6.

Priklad
Pro ktera xR je dany podil roven nule a kdy neexistuje?

Navod a feSeni.

Podil (zlomek) je roven nule tehdy, kdyZz pouze Ccitatel zlomku je roven

nule. a) x=-3,b) le, C) x:—z.
2 3

Podil (zlomek) neméa smysl tehdy, kdyZ jmenovatel zlomku je roven nule.
a) x=1,b) x=-5, c) x:g.

A nyni k usporadani realnych Cisel. Jak je zavedené a jaké ma vlastnosti
(uvedu aspon ty zakladni).

UspoFadani realnych ¢isel je dano tim, Ze se vném kromé vztahu Usporadani
rovnosti zavadéji vztahy nerovnosti: realnych
mensi nez (znak <), vetsi nez (znak >). &isel
_____________________________________________________
Pravodce 1
Dulezita vlastnost uspofadani v oboru R je popsana v nasledujici vété:
Pro kazda ¢€isla a,b0Rplati prav é jeden ze vztah i a<b,a=b,a>h. é:)

Tato vlastnost usporadéani realnych &isel se nazyva trichotomie usporadani.
A opét, kdyz nad touto vlastnosti popremyslite, uvédomite si, Zze véta
je logickd. Pro dvé realna Cisla jsou z hlediska usporadani tfi moznosti.
Pokud si nejsou sobé rovny, tak bud prvni je vétSi nez druhé, a nebo
obracené.

d

Samoziejmé Ze usporadani ma i dalSi neméné dulezité vlastnosti. Napfr. je
zcela jasné, Ze kdyz 2 < 7 a sou€asné 7 < 9, potom téz 2 < 9, tzv.
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tranzitivnost. Ale neni cilem této opory podat detailni vyklad vSech

vlastnosti uspofadéani reélnych cisel.

Pruvodce

textu zvlast pozorné!

cesté za reSenim.

Nejprve uvedu seriézni definice absolutni hodnoty.

Absolutni hodnotu realného  ¢€isla a, znaci se |a| definujeme takto:

a proa=0
=

-a proa<o,

tj. absolutni hodnota nezaporného €isla je €islo samo, absolutni hodnota
zaporneho Cisla je €islo k nému opacné. Vidite, Ze absolutni hodnota
realného Cisla je Cislo nezaporné, tj. kladné nebo nula.

Podivejme se blize na geometricky vyznam absolutni hodnoty realného
Cisla.

Na ¢iselné ose predstavuje |a vzdalenost obrazu &isla a od pocatku.
Vzdalenost obraz( Cisel a,b na Ciselné ose je pak [a-b].

Pruvodce

Pfejdu k poslednimu matematickému pojmu v této Casti. Jeho definice neni
komplikovana, presto pusobi studentiim problémy. Ctéte dalSi fadky tohoto

Zavedeme absolutni hodnotu redlného Cisla. Ze zakladni Skoly vite, ze se
znaci [5,|-13 a jeji vypocet je snadny; |5 =5,|-13 =13. Nicméné pfi feSeni
nékterych uUloh predstavuje absolutni hodnota studentim komplikace na

1

Vzdalenost obrazu Cisla 3 na Ciselné ose od pocéatku (obraz Cisla 0) je roven I

Itfem, tj. |3| = 3; vzdalenost obrazu ¢&isla —7 od pocatku je 7, tj. |-7| = 7.

| vzdalenost obraza &isel 17 a 15 je dvé, . |17-15| = [15-17] = 2.

Odkud uz sami vidite nejen vyznam absolutni hodnoty, ale téZ tu skute¢nost,
Iie absolutni hodnota realného disla je Cislo nezaporné. Vzdalenost nebo-IiI

I délka usecky je vzdy vyjadfena nezapornym cCislem.

Priklad
Vypoctéte absolutni hodnoty realnych Cisel:

6. -5 0,123 243-10, - >; L. _ 16: V2 -3 3 -2

4’12’

.

Absolutni
hodnota
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——— —— T e s e e e s S s S S e s s

Priuvodce ]
NeZ pfistoupite k feSeni pfikladu, rad bych na tomto misté zdaraznil nékolik
véci, které plynou z definice absolutni hodnoty.

(1) Absolutni hodnota kladného vyrazu a nuly je vyraz TENTYZ! Napf.

V29| _ 29

| :?_
Kladnym vyrazem rozumeéjte vyraz Ciselny nebo vyraz s proménnou - tyto
vyrazy pfijdou ve druhé kapitole.

112 =112,

I (2) Absolutni hodnota zaporneho vyrazu (opét Ciselného nebo s proménnou)
je vyraz k nému OPACNY! I

jﬁﬂ%ﬁﬂjﬁ
5

5

5

Napf. [-112 = ~(-112) =112,

I(3) Pamatujte si, ze vysledkem vypoctu absolutni hodnoty musi byt deyI
I KLADNY VYRAZ (Ciselny nebo s proménnou), nebo nula. K

Odpoved k prikladu.
Z privodce vySe okamzité piSeme pro kladné ciselné vyrazy jejich
absolutni hodnoty

6=6 [o=0 [L23=123

11) _ 11, : _ fa_

Dk NE-VE=va-vz

Pro zaporné vyrazy je to v nékterych pfipadech zajimavéjsi:
-5=5 |2/3-10/={2/3-10)=10-2/3

R R S SR I e RE ENCENES

4 4

Jen pfipomenu véc pro vypocet nékterych prikladd asi zasadni. U Cisel 6;
1,23; -5; —+/16 0 jejich znaménku nepochybujeme. Je zcela ziejmé a pro

poradek uvedu, Ze prvni dvé Cisla jsou Cisla kladn& a druha dvé Cisla jsou
Cisla zaporna.

U vyrazil typu +/2-+/3;+/3-+v2mozna na chvili znejistite. Vezméte si
kalkulator a provedte si pfiblizné vypocty. Obdrzite nasleduijici:
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J2-43=141-173=-0,32

V3-+/2=173-1,41=+032.
Zapis bez absolutni hodnoty musi byt NEZAPORNY, proto

V2 -3 =+3-42!

Priklad

Vypoctete.

a) |-4+[-3-|-§

b) [2-5 +|(-0,5)(-2)| -|0,8(-4)|

-0 _6 , 12

-4 -2 -3

Navod a feSeni.

PFfi feSeni takovychto uloh provadéjte jednotlivé Ukony — naznacené

operace postupné.

) |-1+|-3--6=1+3-6=2

b) [2-5 +|(-05)(-2)| -|0,8(-4)| =3+1-32=08

10 6 12 10 6 12_5
- + - —_—_-—- = -

-4 -3 --3 4 2 3 2

c)

c)

7=-2
2

Priklad
Dané mnoziny zapiSte vyctem prvka.
a) M, ={x0z;|x <2}

b) M, ={x0Z;|x >4}

Navod a feSeni.
Uvédomte si, Ze se jedna o cela €isla, jejichz absolutni hodnota splfiuje
danou nerovnost.

a) M, :{_1;0;1}
b) M, :{...; -6,-5 -4, 4,5 6;...}.

Uloha 1.2
Vypoctéte.
4-|-2-3
1+|-5-8

3-|-5-2
7972

a)

Reseni naleznete v kapitole 1.5 Re3eni tloh.
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1.3 Ciselné vyrazy

Pravodce
V této Casti vam na nékolika pfikladech pfipomenu zakladni pravidla pro
pocitani. Pdjde zatim vyhradné o Ciselné vyrazy, tedy vyrazy bez proménné.
Je bezpodminecné nutné ozivit si tyto dovednosti, napf. umocnrovani
zapornych Cisel, prace ve zlomku — pfedevsim kraceni, rozepsani smisenych
Cisel apod. Zakladnim pravidlem pro pocitani takovychto Uloh je postupné
provadéni jednotlivych Gprav, napfiklad vypolty zavorek, rozepsani
smiSenych ¢isel, déleni zlomku, kraceni ve zlomku atd.
Tato Cast je pfipravou na dalSi kapitolu, kde budete provadét totéz, ale
I na vyrazech s proménnou.

Nejprve vam pfipomenu smisena Cisla a praci ve zlomku.

Priklad

Vypoctéte.

8@1—111:91— —2} :
4 5 3 3

14:2§+8§[1§
9 5 7

1.3

6 4 1 5)(2 1
b)S_nEﬁ(z 3G Zﬂ

8

12

wlo

a)

Navod a feSeni.
a) Nejprve rozepiSeme smiSena Cisla, odstranime znaménka minus a
provedeme déleni zlomku.

8E4i—112:9;—[—21j:5 858—56:28—(—7)5 2 ! 56 7@

3)3_ 4 5 3 33_152835_
14:23+93ELg 14: @+£ 14EP+6£
9 5 7 9 57
6 7 1 171
Hets . M s 1m0

=2

63+54 63 108 171" 5 171

1075 10710 10

b) Nejprve provedeme naznacené operace v zavorkach, poté rozepiSeme
déleni zlomka.
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1 3 2 9 7
6 4 (13).(3_1]}12_12[E(§+§j.(§_iﬂzﬁgﬁ§£}:
5 1172 6)\3 4)] 15 2 1\6 6)\12 12)| _7 [612
8 12 24 24 24

I Pravodce

Nyni bude nasledovat slozitéjSi ¢ast. Pfipomenu vam na nékolika pfikladech
pravidla pro umocriovani. Tuto ani nasledujici pasdz v Zzaddném pfipadé
nevynechavejte.
ZvySenou pozornost vénujte umocnovani. Pfi kladném sudém exponentu se
vyrusi minus, naopak pfi kladném lichém exponentu minus zlstava.
Pfi zapornych exponentech se umocrhovani provadi na pfevraceném disle.
Tato pravidla Ize téz nalézt ve Skolnich Matematicko-fyzikalnich tabulkach.

(-2°=(-2(-2(-2=-8, (-2)* =(-2(-2)(-2)(-2) =186,

DRCE e

Priklad
Vypoctéte.

a) -8~ (-3 +(-* -2

-15 4\2
) {10 Eo j
10

(3]0 o

d) 5-4%+(5-4)% +5+(-4)* +5[(-4)* + (-1> - 29°.

Navod a feSeni.

Davejte si pozor, zda minus je souc¢asti umocnovani, ¢i nikoliv. Postupujte
pozorné!

a) -3 - (-3 +(-2)?-22 =-9-(-27)+4-4=18

105104) (10 IRV
b) (10—13] =(10—_13j = 10 ) =102 =10000

(g0 (7
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_ (1}2(5j2(4}2(7j2_ 1,25 16 49 _
=1-| = | +|=-=] | -=| +|-—=]| =1-=+=-—"
-2 2 3 6 272 93

3% 12 1
d) 5-4% +(5-4)* +5+(-4)* +5[(~4)* +(-)* -29° =
=5-16+1+5+16+5[16+1-1=91

7 v 7

Predposledni ¢ast budou tvorit ¢iselné vyrazy s odmocninami. Zaméfim se na
ukazku typovych pfikladd. Pfipomenu vam nékolik z&kladnich pravidel pro
praci s odmocninami. Tato a dalSi pravidla naleznete napfiklad
v Matematicko-fyzikélnich tabulkéch.

V2R/3=6=+al/b=+ab,

V36 =§/5 = §¥/a ="¥a,
gastecné odmocnéni /18 = /92 =3V/2.

Priklad
Vypoctéte a vyjédfete CO nejusporngji.
a) V23/8+4/8
o -
c) 3— +3/513/9.
3

Navod a feSeni.

PFi vypodtu téchto prikladu uziji pouze zakladnich pravidel. V pfikladu b) je
tfeba nejdfive odstranit zaporné exponenty. Praci se zapornymi exponenty
jsem vam ukazal v pfedchazejicim prikladé.

a)\/_E{/§+\/_'\/_—\/_6+\/Z:6

o oy
F s

V feSeni prikladu c) si vSimnéte zavedeni Cisla 3 pod tfeti odmocninu a
nasledného kraceni se jmenovatelem.

3 3
c) 3%%/6@/5:13}% +3/509 =395 +3/45 = 23/45.

Ppravodce 1




Z&kladni poznatky 20

Pruvodce

Nyni vam ukazu specialni apravu — usmérfiovani zlomkd. Provadi se tehdy,
je-li soucasti jmenovatele zlomku odmocnina. Cilem této Upravy zlomku je
odstranit odmocninu ze jmenovatele.

Napfiklad vezméme zlomek i.
3

Upravu (usmé&rnéni) zlomku provedu nasledovné:
2 _ 2 43 23 _2/3
7z 3B Janh 3

Podstatou usmérnéni zlomku je nasobeni zlomku vhodné zapsanou

Ijedniékou. I
5 4.5 3/5_ 55 _5/5 _E

N A |

IJak vidite, rozhodujicim faktorem usmérnovani je nasledujici skute¢nost, Zel

| J33/3 =3, 4/15 3/15 =15, obecné pro kladna a plati+/aG/a =a.

I dvouclenem. Napr.

ITd

2

J3+1

I V tomto pfipadé vyuzivame pfi usmérnéni znamého vzorce
(a+b)(a-b)=a*-Db.

I Zlomek usmérnim nasledovné:

2 4B-1_2(V8-1) _2s-1)_2(B-1_ 5

IJ§+1 J§+1J_ -1 (J§) -2 3-1 2

Procvicite si to na nasledujicim prikladu.

Priklad
Usmérnéte zlomky.

a) 4
V5
3/5

b)T

O

N
+ o

oo&‘
N

)

\/_
7-7

\/7
Navod a reSeni.

Jak vidite, tento priklad nema zadné komplikace. VSechny jmenovatele
zlomk jsou jednocleny, takZe rozSifovani zlomkud bude jednoduché.
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4 4 45 45

VB BB s
3J5 _3/5 4/6 _3/30 _+/30

V66 s 6 2

c)

2+412 _2+412 /3 _2/3+V123/3 _2/3+436 _2V3+6 _2( =
B B B 3 3 3 3(‘/§ 3)
7-N7 _7-7T 7T _W71-7_ 5

d) N G\/_7‘ - =47-1

ML v s

Nyni vam ukazi slozitéjSi usmériovani, se kterym se v praxi setkate
Castéji.

Priklad
Odstrarite odmocninu ze jmenovatele.
a) 1
V2+1
3

) Bz

C) 1
7+4\/§

g 16
53 -32

Navod a feSeni.
U téchto typl prikladd je tfeba mit stale na paméti vzorecek
(a+b)(a—b) =a®*-b>.

1_1J_ \/_1\/—
\/§+1_\/§+1\/_1 2-1

a)

3 3 B3+v2_3B+V2)_ (1=,
i o/ P = A

1 1 -4J3 _7-4y3 _
RPN 7+4\/_EZ4\/— 49-48 1o

196 _  19V6 E(5~\/§+3\/_) 196 (5V3 +3V2) _
sf 32 5/3-3/2 5/3+3/2 75-18
=19\/_Eﬁ5@+3\/_):\/_E5\/§+\/_E3\/_ 15\/§+6\/_ 5034243

57 3
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Pro zopakovani a upevnéni ziskanych dovednosti si propoditejte
nasledujici ulohu.

Uloha 1.3

Vypoctéte: 25

a) 1+ 253
b) (ZEJZ :3E
9 3

o3 )

Reseni naleznete v kapitole 1.5 Re3eni tloh.

1.3 Intervaly

Pravodce

Struéné lze fici, Ze intervaly pfedstavuji libovolné souvislé podmnoziny

mnoziny R a déli se do dvou skupin na omezené a neomezené. Jejich vyuziti

je napfiklad v rychlém a pfehledném zapisu FeSeni rovnic s parametrem, pfi

feSeni nerovnic nebo pfi zapisu podminek feSitelnosti Glohy.

Prace s intervaly je velmi jednoducha. Zasadou je, zda krajni mez intervalu
patfi, nebo nepatfi do dané mnoziny.

Jisté vidite rozdil: a) x>5, b) x=5. Bez ohledu na to, v jakém ¢iselném
oboru mame fFeSit obé nerovnice, je vidét, Ze v pfipadé a) Cislo 5 neni
soucasti feSeni nerovnice, ale v pfipadé b) uz ano.

Intervaly jsou takové podmnoziny mnoziny vSech realnych Cisel, které je

mozné na c&iselné ose graficky znazornit jako Usecku, polopiimku nebo Intervaly
pfimku, pficemz krajni body uUseCky a pocateCni bod polopfimky k ni

mohou, ale nemusi patfit.

Klasifikace intervall je nasledujici:
omezené, které Ize na Ciselné ose graficky znazornit Useckou;
neomezené , které jsou na Ciselné ose znazornény polopfimkou,
resp. pfimkou.
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Druhy omezenych intervall

23

Nazev intervalu

Symbolické znaceni

Priklad zapisu

Interval uzav feny

(ab)={xORa<x<b}

-27)

Intervaly (ab) ={xODRa<x<b} (5112)
polouzav fené _ :
(polootev Fené) (2 b)={xDRasx<b) (& 9)

Interval otev feny | (a;b) ={xORa<x<b} (-3;-0,9)

Druhy neomezenych interval(

Nazev intervalu

Symbolické znaceni

Priklad zapisu

Intervaly
neomezené zprava

a;+o)={xOR; x> a}

(-51+)

= xDRx>a}

(2+)

{

(8;-+o0) =

(~0;a) ={xOR x< a}
(~e0a) =

Intervaly (- ;6
neomezené zleva 3
o;a)={x R x < a} (—OO;Z]
Interval
oboustrann & (ooj+ ) =R
neomezeny

VySe uvedené pojmy vam ted ukazi na nékolika prikladech.

Priklad

Urcéete charakteristické vlastnosti téchto intervalu.

a) (-22)
b) (-5;12)

c) (—oo;3,8>
d) (V2;00).

Navod a reSeni.

Zakladem jsou hrani¢ni body intervalu a skute¢nost, zda do néj tyto krajni

body patfi, €i nikoli.

a) —2<x<2, b) -5<x<12, c) x<38, d) x>+/2.
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Pruvodce
V nékterych ulohach se objevuje pozadavek na grafické znazornéni intervalu
na ¢iselné ose.
Tento Ukol provedete nasledovné:

- na Ciselné ose vyznadite krajni body intervalu (pokud to je mozné)

- vyznadite, zda krajni meze intervalu do néj patfi, ¢i nikoli

- zakreslite prisluSnou usec¢ku, polopfimku ¢i pfimku.
Krajni mez v pfipadé neomezeného intervalu (nekonec¢no) se samoziejmé
nevyznacuje — polopfimka, pfimka.
V pfipadé, Ze krajni bod intervalu do néj patfi, vyznacite vtomto bodé piné
kolecko, v opatném pfipadé, kdy krajni mez intervalu do néj nepatfi,
vyznacite prazdné kolecko.
Procvicite si to na nasledujicim pfikladé.

Priklad
Urcete, které intervaly, resp. sjednoceni interval(, prfedstavuji mnoziny.
a) {(xOR, x=1}

x <3
b) {XD R;[x < 5}

C) {XD R;[X = 2}
d) {x0Zz;-3<x<7}

e) {XDR;—%<XS£}.

2

Navod a feSeni.
Predevsim vam, ktefi mate k matematice pfeci jen trochu dale, doporucuiji,
abyste si dané mnoziny vyznacili na ¢iselné ose spolu s mezemi intervalu;
plnym koleCkem vyznacte krajni bod, ktery patfi do dané mnoziny,
prazdnym kole¢kem vyznacte krajni bod, ktery do dané mnoZziny nepatfi.
a) polopfimka s krajnim bodem 1
b) usecka bez obou krajnich bodu
c) dvé polopfimky s krajnimi body -2 a 2
d) tuto mnozinu nelze zapsat jako interval a ani znazornit jako souvislou
mnoZzinu (Usecku), graficky (na Ciselné ose) tato mnoZina pfedstavuje
mnozinu izolovanych bodt -2, -1, ..., 6,7
V3

e) usecka bez levého krajniho bodu —%a s pravym krajnim bodem -

Zapisy mnozin pomoci intervall jsou nasledujici.
a) (L)

o[-33
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Pruvodce

Prace s intervaly je velmi pfijemna. Zapis je rychly a prehledny. Castou
chybou ale je, Ze se zaméni uhlova zavorka za kulatou, tedy to, zda meze
intervalu do dané mnoziny patfi, nebo nepatfi. Praci s intervaly si procvicite
na nasledujicim pfikladu. Doporucuji vam: zakreslete si pfislusné intervaly na
jednu &iselnou osu a provedte pfislusny ukon.

ProtoZe intervaly jsou mnoziny, miZeme urCovat sjednoceni nebo pranik
intervalll. Oboji ma pro nas zasadni vyznam napfiklad pfi feSeni rovnic
s absolutni hodnotou nebo soustav nerovnic.

Priklad

Zjednoduste zapis pro intervaly 1, =(-4;1), 1,=(0;2).
a) 1,01,

b) I, nl,

c) =1,

d) I, -1,

Navod a feSeni.

Zakreslete pfislusné intervaly na Ccdiselnou osu, vyznacte pfisluSnost
krajnich bodd Kk pfislusSnym mnozinam. Jen vam pfipomenu vyznam
jednotlivych operaci.

Sjednoceni intervall (a) je interval — mnozina — vSech realnych ¢isel, ktera
patfi alespon do jednoho intervalu.

Prinikem intervald (b) je mnozZina vSech realnych cCisel, ktera patfi
zaroven do vSech danych intervald.

Rozdil intervall (c) I, —1,je mnozina vSech realnych Cisel, ktera patfi do

intervalu |,a zaroven nepatfi do intervalu 1,.
a) 1,01, =(-410(0;2)=(-4,2)

b) 1, n 1, =(-41)n(0;2)=(0;1)

c) I, -1, =(-41)-(0,2) =(- 40)
d) 1,-1,=(0,2)-(-41) = (12)

Uloha 1.4
Jsou dany intervaly A=(-6,0), B = (— 4;2),C =(1,4). Urcete:

a) sjednoceni a prunik vdech dvaoijic intervall
b) sjednoceni a prunik vSech tfi interval(l
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c) vSechny mozné rozdily dvojic intervald.

v

Reseni naleznete v nasledujici podkapitole ReSeni tloh.

Shrnuti kapitoly Zakladni poznatky.

V této kapitole jsem vam predloZil zakladni poznatky a dovednosti,bez
kterych neni mozné studovat dalSi partie matematiky.

Vychodiskem je orientace v Ciselnych oborech.
Jsou to pfirozena &isla N ={12..}; cela ¢gisla Z={...;-2-1,012..};

racionalni gisla Q = {B; pOdZ,q0 N}a Gislarealna R.
q

Je nezbytné mit pfehled o vlastnostech aritmetickych operaci.
Pro vSechna realna Cisla a,b,cplati:

atb=b+a ... komutativnost s¢itani,

alb=bla ... komutativnost nasobeni,
(a+b)+c=a+(b+c) ... asociativnost s&itan,

(ab)c = a(bc) ... asociativnost nasobeni,

(a+b)c=ac+bc ...distributivnost nasobeni vzhledem k scitani.

Zasadni vyznam ma pojem absolutni hodnoty, znaci se |aj a zavedli jsme
ho nasledujicim zpusobem:
_|a proaz=0
4 _{—a proa<Qo.

Dale jsem vam ukazal nékolik pfikladd na Cciselné vyrazy, kde se
vyskytovala jednak absolutni hodnota, ale také jste provadéli umocnovani
a odmocriovani.

Na pfipomenuti uvadim nejddlezitéjsi pravidla:

(-3’ =(-3(-3(-3=-27, (D" =(-D-D(-H(-D =1,

U el
a a a a

JaB@/b =+/ab,
11 4a _\/5
R TRAT e

Poslednim pojmem kapitoly byl interval, jakdsi souvisld podmnoZina
mnoziny realnych d&isel. Stru¢ny prehled vSech mozZnych intervalu je
v nasleduijici tabulce.

N




Z&kladni poznatky

Nazev intervalu

Symbolické znaceni

Interval uzav feny

(ab)={xORa<x<b}

Intervaly (ab) ={xODRa<x<b}
polouzav fené
(polootev Fené)

Intervaly (a;+0)={xOR x> a}

{
{
Interval otev Feny | (a;b) ={xORa<x<b}
)
)
)

neomezené zprava (a+w)={xORx>a}
Intervaly (~0;a) ={xOR x<a}
neomezene zleva (Cwa)={xORx<al
Interval
oboustrann & (-oo;+ ) =R
neomezeny

1.5 Reseni Gloh

V zavérecné casti prvni kapitoly naleznete feSeni vSech uloh z této Casti,
v nékterych pfipadech je feSeni doplnéno i struénym postupem.

Reseni dlohy 1.1

1. Pfirozena €isla jsou podmnozinou mnoziny celych Cisel.

2. Souctem nebo soucin dvou racionalnich Cisel je vzdy €islo raciondlni.
Vysledkem operace muize byt v nékterych pfipadech c¢islo celé nebo
pfirozené (napf. viz nize), ale nemuZze jim byt nikdy &islo iracionalni.

ﬂ+§:g:3 —§£:—2 __6 —%j:g
333 75 © 13 2
3. P={2,357}
4. L={-11.35
5.
A={12,34}
B ={0}
C=0.
Reseni dlohy 1.2
o423 ja-2-3 -1 _1
11+]-5-8| |1+5-8| |-2| 2




Z&kladni poznatky

Reseni dlohy 1.3
1+4/3 L 352 \E_

a) 1+
2+4/3 2+43 2-

2- \/§+2\/_ 3_1 1+\/— \/—

4-3
22 _44 17

2
b)[js (2) 11_22(22 3 222 _44_,
9) 3 om 1 9B 27 2
)

o[ ) ) )54

Reseni dlohy 1.4

) AOB= <62>AnB (~4;0)
BOC=(-44),BnC=(12)
AOC=(-60)0 < 4), AnC=0.

b) AOBOC=(-64), AnBnC=0.
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2. Algebraickeé vyrazy

V této kapitole se dozvite : co to je mnohoclen, jak sc&itame, odc&itame,
nasobime a délime mnohodleny, pravidla pro umocriovani dvoj¢lenu. Dozvite
se jak upravit vyraz na sou€in a jaké ma tato Uprava vyuZiti, ale téz jak se
stanovuji podminky pro algebraické vyrazy.

V této kapitole se nau €ite: na konkrétnich prikladech mnohoélend s jednou
proménnou umét aplikovat pojmy: ¢len, koeficient, stuperi mnohoclenu; budete
umét mnohocleny scitat, odcitat, nasobit a v jednodusSich pfipadech i délit;
ovladat zpaméti vzorce pro druhou a tfeti mocninu dvojélenu; umét rozkladat
mnohocleny vytykdnim nebo uZzitim vzorcd; stanovovat podminky pro platnost
algebraickych vyrazu v riznych pfipadech (definiéni obory).

Kli€ova slova kapitoly : mnoho €len; podminka vyrazu; ekvivalentni Upravy
vyrazu; defini éni obor; racionalni lomeny algebraicky vyraz; iraci onalni
algebraicky vyraz.

Cas pot febny pro prostudovani kapitoly
1 + 8 hodin (teorie + FeSeni prikladd)

Pruvodce 1
Matematicky zapis (vyraz), jimz vyjadfujeme pocetni vykony (operace) s Cisly
a poradi, ve kterém maji byt provedeny, nazyvame pocetni vyrazy.

V minulé kapitole jsme pouZzivali pfevazné zapis skladajici se vyhradné
z Cisel (tzv. Ciselné vyrazy).

Nyni budeme uZivat matematické zapisy skladajici se z Cisel a z pismen
oznacujicich Ciselné proménné (tzv. algebraické vyrazy). Algebraicky vyraz
obsahuje popfipadé také zavorky urcéujici pofadi naznacenych operaci.

Vyrazy jsou napfiklad zapisy x*+2x+1;

X+y (a+2)b 1
;=5 N2+ —.
2 a’ +h? V2 2

Algebraicky vyraz je matematicky zapis, ve kterém pocetni vyrazy obsahuji
Ciselné proménné, a vyjadfuje zakladni pocetni vykony, pfip. k nim inverzni
pocetni vykony, umociovani, resp. odmocrovani.

Algebraické vyrazy se déli na racionalni algebraické vyrazy , jez neobsahuji
odmocniny, a iracionalni algebraické vyrazy , které odmocniny obsahuiji.

Algebraicky
vyrazy



Algebraické vyrazy 30

Pfiklady racionalnich algebraickych vyraza:
2x+3  x*-1

3a+b°®; = X . a,b,xOR.
5+ 6Xx 3
Pfiklady iraciondlnich algebraickych vyraz(:
3Ja-b?; 'X_l;\/5+\/5; ab=0,x>1.
X

Defini énim oborem prom énnych algebraického vyrazu rozumime mnoZzinu
vSech takovych hodnot proménnych, pro které ma algebraicky vyraz smysl (je
definovan).

e - 1 e . AR
Vezmeéte si lomeny vyraz —2,XD R. Vidite, ze pro x = -2 vyraz neni mozne
X+

vyCislit. Tedy podminkou vyrazu (definiénim oborem vyrazu) je xOR,x# -2,
té7 xJR-{-2} nebo jen struéné x = -2.

Upravou algebraického vyrazu V ; (zjednodusenim) rozumime jeho vyjadfeni
jinym (jednodussim) algebraickym vyrazem V,, pro ktery za podminek, kdy maji
provedené Upravy smysl, plati: Vo= V.

NejCastéji pouzivané Upravy jsou kraceni vyrazu a uvedeni na spole¢ného
jmenovatele. Samozfejmé Ze Uprav vyrazu je vice, ale tyto Upravy budete
vyuZivat nejvice a pfi feSeni pfikladu pfinadSeji nejvétsi efekt. Zjednodusenym
vyrazem je napfiklad vyraz s menSim poctem c¢lenl, zavorek, proménnych

apod.
Ukazka:
2_ —
X 1:(x+30(])zx+l w1
x-1 x-1
2 _ K2 2 _ 42 2 2
02 b® _a’-a"+b :Eﬂ 220
a a a

K témto typam uloh se podrobnéji dostaneme az ve tfeti kapitole.

| —" ———— e e Eaaas S S s s S e s s s s e

Pruvodce 1
Chtél bych vam pfipomenout pojem mnohoc¢len a zakladni pravidla pro
pocitani s nim. V dalSich &astech kapitoly uz to bude tézSi. Algebraické
tlohy vyzadovat komplexni pfistup — spravné vyhodnotit situaci a pouzit
,Spravnou” (rozuméjte efektivni) metodu. V mnohém budeme opakovat
pfedchazejici kapitolu, nebot pocetni vykony (operace) s mnohocleny
vychazeji z pravidel pro pocitani s realnymi Cisly, jako jsou komutativnost,
asociativnost operaci sc¢itani i nasobeni, distributivnost nasobeni vzhledem
ke scitani.

Zasady pro celou kapitolu jsou v podstaté dveé: I
I NESCITAME HRUSKY A JABLKA (dohromady)!
| NULOU NEPODELIS! |

IPrvnl’ zasadu vam ozfejmim v podkapitole 2.1 — Pocetni operace, druhouI
v nasledujici pasazi 2.2 — Podminky vyraz(. PrfestoZze mnohym z vas budeI
I pfipadat Uvod jednoduchy, nepodceriujte jej!

. .

Defini¢ni
obor

Uprava
vyrazu
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2.1 Po¢itani s mnoho éleny
Mnoho €lenem (polynomem) jedné prom énné x (xOR) se nazyva vyraz,
ktery Ize napsat ve tvaru

ax"+a X" +--+ax+a,,
kde a,,a,,,...,a,8, jsou realna Cisla zvana koeficienty mnoho €&lenu. Je-i
a, # 0, pak Cislo n se nazyva stupe n mnoho €lenu. Jedno élenem nazyvame
soucin urcitého c¢isla a mocnin jedné nebo vice proménnych s pfirozenym

mocnitelem.

Napf. xy; %b“; a’b’c.

Pravodce
Priklady mnohoclen:

x?-2x+1 b*; 2a—%; xv2; a*b®+4ab-5a.
Struéné vam terminologii vysvétlim takto:

- koeficienty jsou &isla u pfislusné proménné (v prvnim mnoho¢lenu 1,-2,1, ve
druhém 1 atd.);
- stupen mnohoclenu poznate podle nejvysSi mocniny proménné (v prvnim
mnohoclenu je stuperi 2; ve druhém 4; ve Ctvrtém 1, v patém 7 (nejvyssi
soucet mocnitelt).

- pocet €lent mnohoclenu je dan podétem jednoclend, tedy z motivacniho
I prikladu vySe jsou to troj¢len, jednoclen, dvoj¢len, jednoclen a trojclen. I

Priklad
Pro dané mnohocleny
P(X) =x*-2x+6, Q(x)=3x>+7x*-1, R(x,Yy)=3x’y+2xy®-5xy+6y-1
a) urcete stupen mnohoclenda,
b) vypoctéte hodnoty mnohoclend P(-2),Q(-1),R(L-1).

Navod a feSeni.

a) Stupné mnohoclenu uréime podle nejvySSi mocniny pfislusné proménné.
stP(x) =3, stQ(x) =5, stR(x,y) =1+3=4

b) Hodnoty mnohoclenu obdrzite po dosazeni za pfislusné proménné.
P(-2)=(-2)°-2(-2)+6=-8+4+6=2

Q(x) =3(-1)°+7(-1)*-1=-3+7-1=3

R(L-1) =30° (- +201Q-1)°-500-1)+6(-1)-1=-3-2+5-6-1=-7

Mnohodcler
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Pruvodce

plynou z pocetnich operaci s Cisly. Budete se fidit nasledujicimi pravidly:
1) S¢itdni mnohoclend — sc€itate jednotlivé ¢leny mnohoclend
3a+5b-2a+b=a+6b.

Jak uz jsem v predchazejici Casti napsal, pocetni vykony s mnohocleny é

2) Nasobeni mnohoclenu provedete takto:
a) jednoc¢lenem — nasobite jim kazdy ¢len mnohoclenu a vzniklé souciny

seétete | Operace
4ab(a+b?) = 4a’b + 4ab°® . s mnoho-
| Cleny

b) mnohoclenem — nasobite postupné kazdy ¢len jednoho mnohoclenu
kazdym ¢lenem druhého mnohoclenu a vzniklé soudiny sedtete

I (a-2b+1)(3a+b) =3a®* +ab-6ab—2b* +3a+b =
=3a’ -5ab-2b* +3a+b.
I 3) Déleni mnohoclenu provadite obdobné jako déleni pfirozenych Cisel

zapsanych v desitkové soustavée
I a) jednoc¢lenem

I (Bx* +6X°y +3xy +9x) :3x = x> +2xy + y +3
b) mnohoclenem

I

| —(2y° +y°)

| 4y* +8y

I —(4y” +2y)

I 6y +3
I

I
I
I
I
I
(2y* +5y° +8y+3): (2y+1) = y* +2y+3 yi—%. :
I
I
I
—(6y+3) I

Priklad 2%
Sectéte jednocleny.
a) TX* —4x+2-2x* -7

b) 5ab - 4a’b® —8ab® + 3ab - ab® — 4a°b®.

Navod a feSeni.

Méjte stéle na paméti, Ze secist miZzeme pouze sobé odpovidajici ¢leny. Nelze
secist dohromady jablka a hrusky!

a) 7x* —4x+2-2x* -7=5x* -4x-5

b) 5ab—4a’b® —8ab” + 3ab - ab® — 4a’b® = 8ab —9ab® - 8a°b.

Priklad

Sectéte mnohocleny.

a) (x2 +2x)-(y? +2y)+ (x+2xy +y) - (2x* -3y? +7)
b) {8x—[— (2y + 4y) +6x]}+4x
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c) 2(2a-h)-{(a+b)+2(a-b)-[(5Ba-1) - (b-2)].

Navod a reSeni.

N
Pruvodce _||

Plati stejna pravidla jako v pfedchazejicim pfikladé, le¢ pfibyvaji problémy
se zavorkami a minusy. Jak postupovat? Nejprve si udélejte ,poradek”
v zavorkach (pokud je co secist, tak to sectu), poté odstrarite zavorky.

POZOR na minus pred zavorkou!
Typicky pfiklad ¢asto se vyskytujici chyby:
2-(x+y)=2-x+y je CHYBNE
2-(x+y)=2-x-y je SPRAVNE!

a) (x2 +2x)~(y? +2y)+ (x+2xy +y) - (2x* -3y? +7) =
= X2 +2X-y? =2y + X+ 2xy+y-2x* +3y* -7 =
=-x*+2y* +3x-y-7

b) {8x—[—(2y+4y)+6x]}+4x:12x—[—2y—4y+6x]=12x—[—6y+6x]:
=12x+ 6y —6X =6X+6y =6(X+Y)

c) 2(2a-b)-{(a+h)+2@-b)-[Ga-1) - (b-2)]} =
=4a-2b-{a+b+2a-2b-[sa-b+1}=4a-2b-{3a-b-5a+b-1} =
=4a-2b-(-2a-1) =4a-2b+2a+1=6a—-2b+1.

Priklad

Vynasobte a secltéte.

a) 3x(x+y)+5y(x-vy)

b) rs(2r +3s+1) —r(2rs+3) - (2r +rs%).

Navod a feSeni.

Nejprve roznasobim a poté pfislusné jednocleny sectu.

a) 3x(Xx+Yy)+5y(x-y) = 3x* +3xy + 5xy — 5y = 3x* +8xy - 5y?

b) rs(2r +3s+1) —r(2rs+3)—(2r +rs®) = 2r®s+3rs® +rs—-2r’s—-3r - 2r —rs’ =
=2rs® +rs—5r.

Priklad

Vynasobte mnohocleny.

a) ay(2a-y)-{a’ -[y*(a-3y) -a*(a+2y)}
b) (2a+b)(a-1)

c) (1+5x)(5-4x).
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Navod a reseni.

MLV

v (b), (c) predstavuji typické nasobeni dvoj¢lent a provedete je jako nasobeni
.kazdy ¢len s kazdym®*.

a) ay(2a-y)-{a’ -|y*(a-3y)-a*(a+2y)} =

=2a’y-ay’ —{a3 —[ay2 -3y*-a’ —2a2yJ}: 2a’y - ay’® —{a3 —ay’+3y*+a’ +2a2y} =
=2a’y-ay’ —{2a3 —ay® +3y° +2a2y}: 2a’y-ay’ -2a®+ay’ -3y°’ -2a’y =

= -2a° -3y° = —(2a° +3y°)

b) (2a+b)(a-1) =2a*-2a+ab-b

c) (1+5x)(5-4x) =5-4x+ 25x — 20x* =5+ 21x — 20x°.

Priklad

Vynasobte mnohocleny.
a) (x? —5x+2)(x-4)
b) (a2 +3ab-b?)2a~-b).

Navod a feSeni.

a) (x2 —5x+2)x—4) = x® - 4x? =5x? + 20x + 2x -8 = x* ~9x? + 22x 8
b) (a2 +3ab-b?)2a-b) = 2a° - a?b+6a’b - 3ab® - 2ab? +b°* =

=2a’ +4a’b-4ab’ +b°.

Priavodce -I

PFi takovémto roznasobeni mnohoclend je kontrola velmi obtizna — je nutné
v8e znovu celé prepoditat. Chyby, které se zpravidla pfi této operaci délaji,
jsou spiSe ve smyslu nechténého vynechani nékterych soucind. Minimalni
kontrolou je spocitani ¢lentd vzniklého soucinu. V naSem prikladé mate

troj¢len krat dvojclen, tj. 3x2=6, tedy rozepsany soucin bude mit Sest ¢lenu.
Napfiklad soudin (x3 -x2y? +xy® + 3y“)(x2y3 - 2xy — y2) bude po rozepsani
obsahovat 12 ¢lena.

Ptiklad

Délte.

a) d°:(~d?)

b) 20m*n®:5m*n?

c) 16x°y? :(— 4x2y)

Navod a feSeni.
Rady a komentar jsou v nasledujicim pravodci.
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Pravodce

Y A2 . 3.3\ XYy _ X
Napr. X"y ( 2xy) oy 2y’ x,y#0.
Jen pfipominam dvé pravidla:

- pfi nasobeni exponenty scitejte

- pfi déleni je odCitejte.

3 5 3+5 2 3 2+1+6
NapF. X ?( :XG =xte=x2, X D(Eﬂi() X —=x"% =x.
I X X (XZ) X
10
a) d°:(-d®)= dds =—d?, d#0
4,3
b) 20m4n3:5m2n3:250n;rl =4m®, mn#0
m?n
3,,2
C) 16x3y2:(—4x2y):16xg =-4xy, x,y#0.
—4x°y

Priklad

Délte mnohoclen jednoclenem.
a) (5x% +2x): x

b) (9xy? —15x%y*): (~3xy?)

C) (18p“q3 -27 p3q2): 9p°q.

Navod a feSeni.

Pruvodce

a pokréujte v déleni dalSiho ¢lena mnohoclenu.

jiz neni tak vyhodny jako v pfedchéazejicich typech prikladu.

a) (5x* +2x): x=5x+2, x#0
b) (9xy2—15x3y4):(—3xy2):—9+5x2y2, X, y#0
c) (18p°q* - 27p°q?):9p?q = 2p%q> ~3py, p.q# 0.

U déleni muzeme uplatnit nékolik algebraickych postupl. Vybér zalezi na
vas, ale pokusim se vas na nékteré zvlast prehledné nebo efektivni
upozornit. Nevim, jak mate radi zlomky, ale zrovna v tomto pfipadé se jevi
jako nazorné a pohodiné. Déleni prepiSu do zlomku a ve zlomku kratim.

Postup je analogicky, kazdy ¢len mnohoclenu postupné délite jedno¢lenem -
délitelem. Deéleni provadéjte pomalu, nejprve si vydélte Kkoeficienty
u pfislusného c¢lenu, potom délte jednotlivé proménné. Vysledky zapiSte

| zde mlZete pouzit rozepsani déleni do zlomkd, ale myslim si, Ze tento zapis
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Ptiklad

Délte mnohoclen dvoj¢lenem.

a) (m? - 2m-15): (m-5)

b) (~15+9a+3a® -5a°): (3a-5)

¢) (m* -mn+m?n2 —mn®): (m? +n?)

Navod a feSeni.
Pfed samotnym délenim si pozorné prectéte nasledujiciho pravodce.

Pruvodce
Jak uz jsem vySe napsal a uvedl vam na prikladech, délite podobné, jako
délite pfirozena Cisla. Jisté si ze zakladni Skoly vzpominate na tzv. déleni pod
sebe, napf. 1 234 : 123 = 10 (zb. 4)

-123

4

Postup pfi déleni mnohoclent je analogicky. Viz. prdvodce v Gvodu této
podkapitoly.
Dale vas chci upozornit na zadani pfikladu (b). Toto zadani je nezbytné
upravit a to nasledovné - sefadte sestupné jednotlivé ¢leny délence i délitele.
Sefazeni muzete provést dvojim zpusobem, a to sestupné, nebo vzestupné.
I Sestupné sefazeni je jen mym doporucenim.

I Nejdfive jednodussi ¢ast, déleni beze zbytku.
—

(m* -2m~-15):(m-5)=m+3, m#5
—(m* -5m)
a) 3m-15
- (3m-15)
0

b) (~15+9a+3a®-5a°): (3a-5)=

= (3a° -5a° +9a-15): (3a-5)=a’ +3, a¢§
-(3a®-5a%)
0 + 9a-15

—(9a-15)
0
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c
) (m* —=m*n+m?n? —mn?): (m? +n?)=m? -mn, mmhz0
_(m4+m2n2)
-m’n -mn’®
- (-m°’n-mn®)
0

Pozor na tvar podminky; sou¢asné proménné m,n nesmi byt rovny nule.

lPrt‘]vodce

Posledni typ pfikladd na déleni je déleni se zbytkem. Postup pfi feSeni je
zcela analogicky predchazejicim postuptim s jedinym rozdilem; v poslednim
kroku zUstane zbytek — mnohoclen mensiho stupné, nez je délitel. Pfi zapisu
zbytku mame urcity postup, ktery ukdzu na pfikladu déleni pfirozenych Cisel.
Vedle zapisu v zavorce je nutné, abyste poznali Uplny zapis podilu se
zbytkem. V Citateli zlomku je zbytek, ve jmenovateli délitel.

17:7=2(m3)=14+3=2+$, 24:5=4(zb.4)=4+g,

o 5
|77.12_6(zc>.5)-6+E |

I Tento postup vam nyni ukazu na déleni mnohoclena. I

Pfiklad

Délte mnohocleny, zbytek zapiste.

a) (x* +2x* -6): (x+3)

b) (2¢ +7x% +8x+7): (x+2)

c) (3v® -17v? + 21v-43): (v2 —8v +15).

Navod a fesSeni.

Pravodce 1
Budu opakovat jiz zaZzity postup, tedy vysledek (v€etné zbytku) zapiSu
zplsobem, ktery jsem ukéazal v pfedchazejicim pravodci.

PFi vypoCtu nezapomerite na to, Ze délitel nesmi byt roven nule. Blize se
k podminkam dostaneme aZz v nasledujici podkapitole, pfesto si myslim, Ze
tyto snadné podminky zvladnete bez problému. Délitele polozZte rovno nule a
pFislusné kofeny vypocitejte.
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15
x+3’

(x* +2x? —6): (x+3) = x? —x+3- X # -3

- (x*+3x%)
-x* -6
—(-x*-3x)

3x—-6
-(3x+9)
-15

b)
3

, X# -2
X+2

(Zx3 +7%° +8x+7):(x+2)=2x2 +3x+2+

- (2x% +4x?)
3x* +8x
- (3x* +6X)
2X+7
- (2x+4)

32v-148
v -8v+15’
- (3v® - 24v?® + 45v) =Vv#35
7v? —24v - 43
— (7v? - 56v +105)
32v-148

(3v? —17v? + 21v - 43): (v? -8V +15) =3+ 7 + V2 -8v+15% 0=

l Pravodce

VSimnéte si, Ze v poslednim kroku zustal dvojélen 32v-148. Jeho stupen je
mensi nez stupen délitele v —8v+15, a tudiz dal nemdzeme délit.

Casteény podil je 3v+7 a zbytek je 32v-148. VSimnéte si, Ze zbytek nemusi
byt nutné mnohoc¢len nultého stupné, tj. konstanta, ale téZ mnohoclen stupné
vySSiho nez nula.

Podstatné je vSak to, Ze d éleni ukon ¢€ite v okamziku, kdy ma d élenec
diléiho kroku stupe n mensi nez d élitel!

IO spravnosti se muZete presvédCit stejné jako u Cisel tim, Ze ksouéinul
délitele a podilu prictete zbytek, ¢imz dostanete délence.

| Skutecné plati (v2 —8v-+15){3v +7) + 32v -148 = 3v® ~17v2 + 21v - 43. |

IZkouéku u predchézejicich pfikladi si muzZete provést sami. Budete ji ml'tI
jako malé kondi¢ni cviceni.

- il
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e e e e e e e e e e —
Pravodce

V nékterych situacich nemusite nutné pouzivat vySe uvedeny algoritmus.
Vystacite si se znalosti jednoho ze zakladnich vzorcl

(2% -b?)=(a+b)a-b).

(P+6)P=6) _ | ¢

Napfiklad (p? —36):(p+6) =
prikdad (p -36): (p+6) =22 "

Priklad

Délte uzitim vzorce pro rozdil druhych mocnin.
a) (1—4x2): (1-2x)

b) (16a% —9b?): (3b + 4a)

c) (1-9¢?): (3c+1)

Navod a feSeni.

PFfi vypoCtu pouzijte rozklad délence podle vzorce (a2 - b2) =(a+b)(a-b),
nezapomente na podminky.

a) (1-4x2): (1-2x) =[(1- 20+ 2x)]: 1-2x) =1-2x, x# %

b) (16a% —9b?): (30 + 4a) =[(4a + 3b)(4a - 30)] : (4a +30) = 4a - 3b,

4a+3Ph£20=> ai—%b

o) [L-9¢): (3c+1) =[(1+30)(1-30)]: (1+3c) =1-3c, c# —%.

Jedno cvi€eni jako bonus. Nebude to nic téZkého a navic ziskané zkuSenosti
uzijeme pfi vlastnich Gpravach algebraickych vyrazi. Stale méjte na paméti
vzorec (a2 —bz): (a+b)(a-b). Predstavte si, ze pfiklad mize vypadat
i nasledovné: (p2 —36):(6— p) . Mozné néktefi z vas bez velkého zavahani
(p+6)(p-6)
6-p
kratit nemuzete, nebot zavorky jsou sice podobné, ale nejsou stejné. DalSi

Uprava bude spocivat ve vytknuti —1 bud z Citatele nebo ze jmenovatele.
Ukéazka:

zacnou s Upravou (p2 —36): (6-p) = . Na prvni pohled vidite, ze

(p+6)(P=6) _ (P+6)(P-6) __ ., 6.
6-p “(p-5) _ PTO P* JI
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Priklad
Délte.

a) (a2 —1): (1-a)
b) (ﬂ—ZSsz:(Sz—Ej
9 3

C) (x3 —1): (1-X)

Navod a feSeni.
Pozorné upravte zavorky vytknutim —1.
a) (a2 -1):1-a) =[(a-n@+1):[-(@a-D]=~(a+1, az1

s (b ] )

C) (x3 —1): (1-x) = [(x—l)(x2 + x+1)J: [-(x-D] =02 +x+1), x#1.

_____________________________________________________
Pravodce 1
A nyni se spole€¢né podivame na umocnovani. '
Umocrovani jednoglenu je jednoduché. Ridi se pravidlem (a’“)n =a™, tedy'
v 4
napfiklad (az) =a’.

Umocnéni dvoj¢lenu se fidi znamymi vzorci
(a+b)? =a*+2ab+b?, resp. (azh)’ =a® +3a’b+3ab? +b°.

|
| Umocnéni
V pripadé, Ze si nebudete jisti pouZzitim vzorec¢ku, muzete provést umocném"

vyrazu
roznasobenim. Podivejte se na nasledujici priklad.

B — (v _ _ _( 5 _ _ 2)( _ )_
(x=2y)’ = (x-2y)(x-2y)(x - 2y) = (x* - 2xy - 2xy + 4y* [x - 2y) =
I = (x2 —4xy+4y2)(x—2y) = (x3 —2x%y —4x°y +8xy’ + 4xy? —8y3)=

= (x3 —6x%y +12xy° —8y3).

Jak vidite, je to daleko zdlouhavéjSi a ¢asové naroCnéjSi. A pfi pisemnychl
I pracich zpravidla moc ¢asu nazbyt nebyva, takze je Iépe se vzorecky nauéitl
I nebo si zalozZit pfisluSnou stranku v tabulkach.

IJeété vas chci upozornit na chybu, se kterou se velmi ¢asto setkavam. Je toI
chyba pfi umocnovani dvoj¢lenu.

| Rozhodn& NEPLATI: (a+b)’ =a®+b?! Napf. (3+4) =72 =49# 25=3% + 42 |
TakZe pristé mate dvé moznosti. Bud vzoreéek (a+hb)? =a? +2ab+b?, nebo

roznasobeni zavorek (a+b)’ =(a+b)a+h)---.

e ey ey s
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Priklad
Umocnéte
a) (x+10)°
b) (5ab-c)’

c) (m2 + n2)2

1 2
d) (23_5)

Navod a feSeni.
PouZzijte vzorecky z pfedchazejiciho privodce. Pozor na znaménka minus a ve
cviceni (d) obzvlast opatrnost na spoustu dvojek, zejména v prostfednim ¢lenu.

a) (x+10)* = x* + 20x +100
b) (5ab-c)? = 25ab? —10abc + ¢?

2
c) (m2 + n2) =m* +2m’n’ +n*

2
d) (Za—lj = 4a° —4a+1.
2 4

Priklad
Umocnéte.
a) (x+2)°
b) (2a-3b)°

c) (Xz_y2)3
2,5.2)
d) [4X +§y j

Navod a feSeni.

PouZijeme vztahy pro umocnéni dvojc¢lenu na tfeti. Jednotlivé ¢leny si v pfipadé
potieby rozepiste.

a) (x+2)° = x® +3[2x* +3X[R% +2° = x* + 6x* +12x +8

b) (2a-3b)* =(2a)® - 3[{2a)’b +32a{3b)’ - (3b)° = 8a® —36a’h + 54ab?® - 27b°

c) (Xz _ y2)3 = x® —3x*y? +3x2y* — yP

3 2 3
d) [4x3+§y2) :(4x3)3+3E(4x3)2%y2+391x3 Eégyzj +[§yzj =

= 64x° +90x°y? +£30x3y4 +£95

6

y

Pravodce
Pro snadné&jSi pochopeni Vam rozepisi nékteré ¢leny z prikladu d). I

I Druhy ¢len dle vzorce: 3a’b = 3[ﬁ4x3)2 Ijg—y2 =16x° [(By* = 90x°y?°. I
| :

Dalsi ¢len vznikl takto: 3ab® = 3[#x° E€§ yzj = 4lesxsy“ 120 AR I
| 3 3 3 K
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2.2 Rozklad mnoho ¢élend pomoci vytykani a vzorc o

.
Priuvodce 1
Rozkladem mnohoélenu v soucin nazveme jeho vyjadieni ve tvaru soucinu
nékolika jednodusSich mnohoélenti, mnohoélent nizSiho stupné. Potfebu

&

rozkladu vyrazu v soucin vdm ukdzu predevsim pfi Gpravach vyrazu, ale prvnl’l
naznaky jste videli u déleni mnohoclend. Napfiklad I
4x? -9y® _ (2x+3y)(2x-3y) 3 . ..
= =2x+3y, Xx#—_y. Zde jsem pouzil rozklad, Rozklad
2x -3y 2x -3y 2 | wrazu
Citatele podle vzorce, ale je mozné i jiny pfiklad, tzv. vytykanim. l
+ +
ax+ay _alx+y) =a, X#-Y.
X+ Y X+ Y I

I Moznost rozkladu mnohoclenu v souc€in zavisi na ¢iselném oboru, ve kterém

I jej budete provadét. VétSinou to vSak bude v oboru realnych Cisel. I

— e e ]

| — ——— e s e S S S S S s s s e
Priuvodce 1
Seznamim vas s témito z4kladnimi zpasoby rozkladu mnohoclenu v soucin: g
a) vytknuti spole €éného €initele p fed zavorku, tj. v podstaté uZijete
distributivhost nasobeni vzhledem ke sc€itani,
napriklad 3ax® +6bx* = 3x*(a+2b);
b) uzitim vzorc & (a"+b")=(azb)a™ Fa"?b+-.-xab"? +b™), piicemz
uvedeny vzorce plati pro kazdé n>1 v pfipadé (a” —b“) a pro kazdé liché
n>1v pfipadé (a” + b“).

ITento obecny vzorec vam rozepiSi pro n=23. Tyto pfipady se vyskytuji
nejCastéji a pro Uspésné zvladnuti nejen této opory jsou dostacujici. I

| (6> ~1?)= (a-b)a+b)

| (a®+b?)=(a+b)a® T ab+b?) |

c) rozkladem kvadratického troj €lenu na sou €in linearnich dvoj c':lem‘]l
(kofenovych cinitel), a to bud zpaméti, nebo za pouziti vzorcu pro kofeny
pFislusné kvadratické rovnice.

I VSe vam ted ukazu na prikladech. I

— e e ]

Priklad
RozloZte v soucin vytknutim.

a) 10m*n-15mn° 5%
b) 4ax —8ax* +12ax>
C) 8(x—4)+(x—4)—-3x+12.
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Navod a feSeni.

Podstatou vytykani pfed zavorku je nalezeni spole¢ného cCinitele. ZkouSku
spravnosti si muZete provést sami zpétnym roznasobenim. Pozor na pfipad
zavorky v pfikladu (c); je nutné vytknout ¢islo —3 z dvojélenu —3x +12.

a) 10m°n—15mn? = 5mn(2m- 3n)

b) 4ax —8ax? +12ax® = dax{1- 2x + 3x?)

C) 8(x—4)+(x—4)—-3x+12=8(x—-4) +(x—-4) -3(x—-4) =
=(x—-4)(8+1-3) =6(x—4).

Priklad

Rozlozte v soudin s uzitim vzorcu.
a) 81a’b® -1

b) ab® -1

c) 25a° - (a+h)?.

Navod a feSeni.
V tomto pfipadé uZzijte vzorcu
(a2 -b?)=(a-b)a+b) a (a®+b*)=(azb)a® Fab+b?).

a) 81a%h? 1= (9ab —1)(9ab +1)
b) a®b® —1=(a’b® -1)a®v® +1) = (ab-1)(a%? + ab +1)(ab +1)(a’b? —ab +1)
c) 25a° - (a+b)*> = (5a+a+b)(5a-a-b) = (6a+b)(4a-b).

'-Prﬂvodce
Posledni zpusob rozkladu mnohoélenu v sou€in je rozkladem kvadratického

trojélenu. Obecny kvadraticky trojélen je vyraz ax® +bx+c, kde a,b,c jsou
realné koeficienty. Clen ax® se nazyva kvadraticky, ¢len bx se nazyva
linearni a konstanta ¢ je absolutni &len. ReSeni kvadratické rovnice neni
Ukolem této opory, proto vam ukaZzi rozklady jen takovych kvadratickych
trojclend, u kterych v3e Ize provést zpaméti.

Napfiklad x> —5x+6 = (x—2)(x—3), kde &isla 2 a 3 jsou kofeny kvadratické

rovnice x> -5x+6=0.

Priklad
RozloZte v soucin kvadratické troj¢leny.
a) x> —-x-6

b) x* +7x+12
c) x* —8x+15.
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Navod a feSeni.
Vtéto fazi jde o rozklad zpaméti. Hledate vhodnou kombinaci vyraz(
(x=a)(x- ). Vidy si provedte zkouSky spravnosti!

a) x> —x-6=(x+2)(x-93
b) x> +7x+12=(x+3)(x+4)
c) x> -8x+15=(x-5)(x-3).

Nasledujici Ulohy si vypocitejte jako kondicni cviceni. Upevnite si nabyte
dovednosti. ReSeni Uloh naleznete v kapitole 2.4
Uloha 2.1

Upravte. 5
a) (2a? - 30-1)- 4ab)

b) (L-x* +2x°)x+1).

Uloha 2.2
Upravte a v pfipadé nutnosti zapiSte podminky. —
a) (2x+7y)
b) (2a-b)°

c) (27x° -8): (3x-2)

d) (5a% -11a+2): (2-a).

Uloha 2.3 -
Rozlozte v soudin.

a) b? - 4bc + 4c?
b) a®+3a*+3a+9

c) x> -2x-8
d x(a-1)-y@l-a).

2.3 Podminky algebraickych vyraz a

Priavodce

V tlohach na Upravy algebraickych vyrazi je nutné VZDY uréit podminky, zal
nichz maji dané vyrazy a provadéné upravy smysl! Zatim jsem vam ukézaII é)
jednoduché podminky pfi déleni mnohoclenl. Hlavni Ukol vas ¢eka ve treti

kapitole, pfi vlastnich Upravach vyrazu. Uvédomte si, Ze podminky je nutné'
stanovit vZdy, i kdyZ se to v zadani takové ulohy vyslovné nezada. Absence

této podminky je povaZzovana za chybu. Hlavnim problémem pfi stanoveni
podminky platnosti vyrazu a Uprav (definiéniho oboru) je jeji Uplnost.
Podminky stanovujte u zadaného vyrazu i v prabéhu jeho Uprav. Pouze pro|I
I zestruénéni zapist budu v opore vSechny tyto podminky uvadét souhrnné az |
za vyslednym upravenym vyrazem. Ale to aZ v dalSi kapitole. I

r Podminka
vyrazu
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V nékolika pfikladech vam ukazi typové ulohy, se kterymi se miZete setkat.

Priklad
Urcete definiéni obor vyraza.

X+8

a) X*°
3x

b) -2
3x-9
2X—6
X% —3x
5x

X2 +5x

c)

Navod a feSeni.

Uvédomte si, Ze jsou zadané lomené vyrazy. Jmenovatel musi byt nenulovy.
a) 3Xxz0=x#0

b) 3x-9#0= x#3

c) X*-3x20=x(x-3)20= x#0,3
d) x*+5x# 0= x(x+5) #0= x# -5,0.

Priklad
Urcete defini¢ni obor.

a) 3X+6
x? -4
b)

_ x=4
x? —8x+16
2X
x3 +5x? + 6x

X+5
x? + 25
3X-2
X -7

d)

e)

Navod a feSeni.

a) X*-420=>x*24= X212

b) x> -8x+16%Z0= (x—4)*#0=x%4

C) x(x2+5x+6)¢ 0= x(Xx+2)(x+3)20= x# -3-2,0

d) x*+25% 0= x*> # -25, coz je spInéno pro viechna realna &isla
e) [{-7#0=|X#7= x#+7.

45
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R R R R R o R R R R R iR R R R R R R —————————

Pravodce 1

VazngjSi situace nastane v pfipadé iracionalnich algebraickych vyraza. '

Uvédomte si, Ze nelze v oboru realnych ¢isel odmocnit zaporné ¢islo.

Tedy podminka pro vyraz+/aje, e a musi byt nezaporné, tj. a= 0. '
|

Déle pro viraz -~ plati, Ze x=0Cx#9 = x[0(0,9) 0 (9;+c0).
Vx -3
RS T N S S S NEEE WEEE WS RN Sy Ty BN BRSNS B _J
Priklad
Urcete definiéni obor vyrazu.
1
a) VX+3;
) VX+3
1
b) v2-x;
) V2-X

o L
N

x-1 2

d : )
) X2 +143 4-4Jx+1

Navod a feSeni.

a) X+320=> x=2-3, x+3>0=>x>-3

b) 2-x20=>x<2 2-x>0=x<2

c) situace je obdobna, vyraz x> -1 musi byt nezaporny, tj. x> -1>0= x* =1,
ale sleduijte dal3f krok feseni - odmocnéni: | =1= x[J (— 0o;=1) O (L + w);

x* =1>0= x* >1, odkud |} >1= x0 (- 00;=1) O (L + o)

d) x*+1=20= x*>-1, tji. podminka neni nutnd a dale Vx*+1+3=0=

= JXx?+1=-3, coz samoziejmé& neni mozné, takze zavérem Konstatuji, ze
prestoZze se jednd o lomeny vyraz s odmocninou, podminka neni nutna, tj.
xOR.
Rovnéz druhy vyraz budu zkoumat ve dvou fazich:

e X+120=x2-1

e WX+1=4= x=15.
Definiéni obor vyrazu je x0(-115)0 (15; + o).

Uloha 2.4
Udejte podminky.
k? +k
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x3+y‘°’
Xz_yz'

c)

Navod a FeSeni naleznete v kapitole 2.4.

Shrnuti kapitoly Algebraické vyrazy

V této kapitole jste poznali jeden ze zakladnich matematickych objektu -
mnohoclen (polynom) jedné proménné x (x[R), ktery Ize zapsat ve tvaru

ax"+a X" +.-+ax+a,,
kde a,,a,,,...,a,,8, jsou realna cisla, zvana koeficienty mnohoclenu. Je-li
a, # 0, pak Cislo n se nazyva stupefi mnohoclenu.
Ukazka mnohoclent

stupné nula: 5;\/5;_—\4ﬁ
stupné jedna: 5x;§ -04
stupné dva: - x?;3x* + 2x—1 apod.

Poznali jste operace s mnohocleny a rozumite jejich zakladnim principum.
Tady je jejich souhrn.

1) S¢itdni mnohoclend
3Bb-5a+2b-1-4a+2=50-9a+1.

2) Nasobeni mnohoclenu:
a) jednoclenem

3ab(a - 2b%) = 3a%b - 6ab*,

b) mnohodlenem
(x =3y +2)(3x—2y) =3x* —2xy —9xy + 6y + 6x—4y =.
=3x* —11xy + 6y + 6x—4y.

3) Déleni mnohoclenu
a) jednoclenem

(4x* —8x%y +4xy —12X) : (-4X) = —x> +2xy -y +3

N1
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b) mnohocdlenem (beze zbytku)
(9x* +26x% +25): (3x? —2x+5) =3x? +2x+5, 3x?—2x+5% _%_

- (9x* —6x® +15x%)
6x° +11x* + 25
- (6x® —4x* +10x)
15x* —10x + 25
- (15x? —10x + 25)
0

¢) mnohoclenem (se zbytkem)

(10x3 +7x* =3x—1) : (2x+1) =5x* +x -2+ 1 , X 1
2x+1 2
- (10x® +5x%)
2x* - 3x
- (2x* +x)
-4x-1
~(~4x-2)

1

4) Umocnovani
a) jednoglenu (™) = a
(22%)' =162°,
b) dvojélenu (a+b)’ =a®+2ab+b?, (a+b)’ =a®+3a’bh+3ab® +b?
(x— 2y2)2 = x% - 4y® + 4y*
(2a-3b)* =8a® —36a%h +54ab® - b°.

mn

5) Rozklad mnohoc¢lenu v soucin v téchto variantach:
a) vytknuti spole¢ného Cinitele pfed zavorku,
4ax® +8ox* —12x° = 4x*(a+ 2b—3x),
b) uzitim vzorcu
(a" +b")=(a+b)a™ -a"?b+a"p? —--- —ab"™? +b"™), n 2 3 liché
(a" +b")=(a+b)la" -a"?b+a"b? —--- +ab™? -b"™), n 2 2 sudé
(a"-b")=(a- b)(a”1+an b+a"%? + +ab“‘2+b“‘1),n22,

specialné pro n=23
(a2 -b?)=(a-b)a+b), (a®+b*)=(azb)a®Fab+b?)

(x5+32) (x +25) (x+2)(x - 2x° +4x? —8x+16)
(x4—81):(x —34):(x—3)(x +3x° +9x+27),



Algebraické vyrazy

c) rozkladem kvadratického trojélenu na soucin linearnich dvojclent

x> —=x—6=(x-3)(x+2)
x> —7x+12=(x-3)(x-4)
x> +11x+30 = (x+5)(x +6).

Pro lomené vyrazy jste se naudili stanovovat podminky
2+X 3 X

= X# 13, = xUOR.

= X%,
2x -3 2 x*-9 x> +5

2.4 Reseni Uloh

ReSeni tlohy 2.1
Roznasobite.
a) (2a? - 3b-1)(- 4ab) = -8a’b +12ab’ + 4ab

b) (1—x2 +2x3)(x+1): X=x3+2x" +1-x2 +2x° = 2x* +x° - x® + x+1.

ReSeni tlohy 2.2
UZijte vzorcl pro umocnéni dvojclenu.
a) (2x+7y)’ = 4x? + 28xy + 49y?

b) (2a-b)* =8a® -12a%b + 6ab> - b°.

o) (27x° -8): (3x-2) =[(3x - 2)(9x? + 6x+ 4)|: (3x~2) = (Ix? +6x+4), x# g

d) Jedna z moZznosti je proveést klasické déleni.
(a® -11a+2):(2-a) = Esaz ~11a+2):(-a+2) = -5a+1
- (5a® -10a)
-—a+2
-(-a+2)
0

Reseni dlohy 2.3
Provedu

a) rozlozeni dle vzorce pro umocnéni dvojélenu b® - 4bc + 4c? = (b - 2c)®

b) vytykani po &astech, vytknuti spole¢né zavorky
a’+3a*+3a+9=a’(a+3)+3(@+3) = (a+3)(a2 +3)
c) rozklad kvadratického trojélenu x* —2x-8=(x—4)(x+2)
d) dprava vytknutim —1 a opét vytknuti spole¢né zavorky
x(@-D-yd-a)=x(@-D+y@a-1)=(a-N(x+y).

49
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Reseni tlohy 2.4

Postup je analogicky jako v pfedchazejici tloze, ve jmenovateli je v3ak vice
promé&nnych. Upravu jmenovatele jsem vam naznadil.

a) k(x-y)Z0=kz0;xzy

b) a-2b#0=a#2b

C) X* —y*20= (X+Y)(X-y)Z0= X Z +y.

50
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3 Upravy algebraickych vyraz

V této kapitole se dozvite : zakladni typy uprav racionalnich a iracionalnich
vyrazu véetné stanoveni definiéniho oboru vyrazu.

V této kapitole se nau G¢ite: scitat, odcitat, nasobit a délit mnohocleny a
lomené vyrazy, uvadét vyrazy na spolecny jmenovatel, kratit lomeny vyraz, resit

M v s

Kli €ova slova kapitoly : lomeny vyraz; podminka vyrazu; ekvivalentni
apravy vyrazu; racionalni lomeny algebraicky vyraz; iracionalni
algebraicky vyraz.

Cas pot febny pro prostudovani kapitoly
1 + 8 hodin (teorie + feSeni prikladu)

Pruvodce 1
Tato kapitola je z&véreCnou Casti této opory a ukdzi vam v ni nékteré
slozitéjSi upravy algebraickych vyrazll. Z ¢asové rozvahy vidite, Ze mnoho
teorie vas tady necekd, spiSe je tato kapitola takovym praktickym cvi¢enim. A
pravé propocitani nékolika pfikladd vam umoZzni zvladnout tuto Cast
algebraickych uloh. Samotna tato kapitola nestaci. Pro dokonalé pochopeni a
zvladnuti mnoha potfebnych dovednosti pfi Gpravach algebraickych vyrazu je
nezbytné, abyste se poohlédli i po dalSi literatufe. Vystacite si se sbirkou
tloh, napfiklad [2]. Nékteré priklady z této sbirky jsem vam v opore vyresil,
spousta jich ale zbyla pro vaSe domaci cviceni. ,
Kapitolu jsem rozdélil na tfi ¢asti, pfedevSim podle typu algebraickych vyrazu I
a potfebnych stylu uprav.

— e d
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3.1 Upravy racionéalnich algebraickych vyraz &

Pravodce
Co rozumime pod pojmem racionalni lomeny vyraz? Jsou to vyrazy zapsané' é;
|

jako podil dvou mnoho¢lend. Z jednodusSich je to napfiklad vyraz % l
X y

slozit&jSi priklad uz muze vypadat takto %b—i. Pravidla nebo postupy'
a

a-b Racionalni
sefazené dle dulezitosti i pouzitelnosti vam tady nepredlozim. Presto vém| vyraz
I nékolik rad pro snadnéjSi pochopeni cile téchto matematicky aloh dam. I
I Hlavnim vaSim Ukolem je vyraz zjednodusit a zapsat jeho defini¢ni obor. PFi
zjednoduSovani pouzivdme vSechny mozné Gpravy, se kterymi jsem vésl
Iseznémil v predchazejici kapitole. Nejde doprfedu sefadit Upravy, které
budete potfebovat. V nékterych tlohach se obejdete bez umocnovani, jindeI
bez vytykani apod.
V Casti 3.1 se budete setkavat vyhradné s vyrazy bez odmocnin. I
e
Priklad
Upravte. 2
2 l1l-a
a) ———;
a a
) o
Xy 4xy
3+2x 2-3x  X(16-Xx)
C) - +— .
2-X 2+X X“—4
Navod a feSeni.
| ————— —— e s s S S S S e e s s e e
Pravodce 1

ZjednoduSeni (uprava) zde spociva v souctu jednotlivych vyrazu, zakladem
bude tedy nalezeni spoleéného jmenovatele — a to pro dalSi pouziti
nejmensiho.

Ne vzdy je to sou €in jmenovatel G!
Napfiklad %+g muazeme jisté pfevést na spole¢ného jmenovatele 48, ale po

kratkém rozmysleni vidime, Ze spole¢ny jmenovatel mize byt i Cislo 24, tedy
¢islo mensi. Méné se pfi s€itani ,,zapotime*.

A —————
2 1-a_2a l-a_2a-(1-a) _3a-1

a) —-— =—- = = , az0

)a a®> a® a’ a’ a’
2a N 3 _ 8ay N 21bx _8ay+2]bx’ Xy #0

7X°y  Axy®  28x°y? 28x%y?  28x%y2
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Pfiklad c) je typickym pfikladem, ve kterém velka ¢ast studentl vytvori
spole¢ného jmenovatele zbytecné velkého nebo si neda pozor na znaménko
minus pfed zavorkou.

3+2x 2-3X x(16 x) 3+2x _2—3x+ X(16 - x)

)2 X 2+X x> —4 —(x—2) 2+X (x—2)(x+2)_

_(B+29(x+2) _(2-3%)(x=2) , X(16-X) __2x2+7x++_—3x2+8x—4+
(X=2)(x+2) (x+2(x-2) (x-2(x+2) x> -4 x> —4
+16x—x2 _=2X*—=TX-6+43x*-8x+4+16x-x* _ x+2 _ x+2 1
x> -4 x> -4 x> -4 (x-2)(x+2) x-2'

XZ 2.

PFiklad

Upravte.
2 a2 _

a) x2 4y Dzx y
X° =Xy X +2xy
a®-8 a® —49
a’+5a-14 2a’+4a+8
c+d c*+cd

C) >
c-d c°-d

d) 2x° =2x+2 x*+1

x2 =25 x?-4x-5

Navod a reseni.

Pruvodce
RozlozZit Citatele i jmenovatele na soucin (Iépe uvidite jejich slozky), vyresit
déleni (nasobit vyrazem prevracenym) a pak kratit.

Nezapomenite podminky stanovit téZ pro gitatel délitele. Casto se na to
Izapoml’né. Citatel délitele se pfi déleni stava jmenovatelem, takze podminka
Ije pro né&j nutna!

— e e ]
2 _ 2 _ —
a) X 4y o X7y _ (x+2y)(X=2y) o, X=y _X 22y, X% 0,y,-2y
X" =Xy X +2xy X(X—y) x(x+2y) X
a’-8 . a’-49 _(a-2)(a’+2a+4) D(a—7)(a+7) _a-
a’+5a-14 2a’+4a+8 (a+7)(a-2) 2@°>+2a+4) 2 '
az-72.
2 —
0 c+d:02+cozl :c+d E(c+d)(c d):c+d’ c#0+d
c-d c¢c°-d° c-d c(c+d) c
2 _ 3 2 _ -
d) 2X°=2x+2  x*+1 _ 2(X x+1)D (x=5)(x+1) _ 2 X # 51,

x2-25 " x2-4x-5 (X=5)(x+5) (x+D(x®2-x+1) Xx+5’
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Pravodce l
Posledni série feSenych prfiklad vam pfinese komplexni pohled na Upravy
racionalnich algebraickych vyrazd. Upravy budu provadét postupné, nejdfive

l spole¢ny jmenovatel, scitani a od¢&itani v zavorkach, pak odstranéni zavorek
a délent. |

Priklad
Upravte.

a 2 b (b a
a) 5 - + 5 N ==2+=
b+ab a+b a“+ab) \a b

X+2 x-2

b) X_28X+2

4-x?
C) [(1+ x) 1 -x7
o)+ (x-x)?
be—x2)®

d)

Navod a reSeni.
( a 2 b j(b aj
a) - + =—2+=|=
b>’+ab a+b a’+ab) \a b

_ a 2 b ,b_z_@Jra_z _(a*-2ab+b®) (b*-2ab+a”)_
b(a+b) a+b aa+b)) ab ab ab aba+b) | ab

_ 2
_ (a-b) 2 ® -1 az0tbbz0
ab(a+b) (b-a)* a+b
‘Provodce .. 7

VSimnéte si, jaké spole¢né jmenovatele jsem naSel, dale rozkladu trojélenul
l na sougin podle vzorce a tpravy (b-a)? =[-(a-b)]* = (-1)%(a-b)2 = (a-h)? I
v poslednim kroku.

L e e e J
x+2 x-2 (X+2)(x+2)-(x=2)(x-2)
b) X—2 X+2: (X—2)(X+2)
8 8
4-x? - (x*-4)

'S +4x+4—x2+4x—4D—(x—2)(x+2) B —8x__X

(x—2)(x+2) 8 8 X722
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i—_ T —  — T — T — — s e e s s s e e s e m——
| Privodce l
INejprve rozepiSu umocnéni na —1 jako zlomek a teprve poté uvidim, jaké

I Upravy bude vhodné pouzit. V kazdém kroku zvaZzuji, zda nemohu krétit.l
Vyraz tak bude jednodussi.

. d

o) [a+x*-x]? =[i— 1T :{—X_(H X)] { -1 ] = —x(1+x),

1+x X @+ x)x

R R G Y e
b -x?)” =

= +

( X j (Xxl) b +2f b -1

(e =1f e raP ) b -1f o +1f | (e -af e +af
(x2 +1)3 (x2 —1)3 X X
XT3t 43 -1+ X8 +3x* + 3 +1_ 2x° +6x° _ 2x* +3)

x3 X3 X

:&iJ:&iJsufﬁ*wifw{ e L

X#+1.0.

Uloha 3.1
Upravte.

a a’ a)y x°
a) [1+2+2 [1-2
)( X XZJ( xja"‘—x3

b)
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3.2 Upravy iracionalnich algebraickych vyraz  a

Pravodce -I
Jak uzZ jsem napsal v lvodu, algebraické vyrazy tohoto typu obsahuji
l odmocniny. Proto by bylo vhodné, abyste si praci s odmocninami zopakovali.

&

Iracionalni
vyraz

& ) ) 2
I Davejte si pozor na podminky vyrazt pod odmocninami. Realna odmocnina

|
| Napfikiad 11X Jap, 1+a. :
I ze zaporného cisla neni definovana! I

Priklad
Upravte vyrazy a stanovte podminky.

o 2 Ja+ib
\/5+\/_ " Ja-b

b) (a+1 1 a J\/§—a\/§
Ja a-va +Ja+l) a+l
b b | b+yab

a b| (1 1

Va b( j
X+\/_1 Sxrfy )

0 1 2yx 2%y
e

2xy 2xy

Navod a feSeni.

Spole¢ny jmenovatel, uziti vzorce rozdilu druhych mocnin.

o ¥a=b Ja+vb_(a-—bf +(a+bf _a-2/ab+brat2/ab+b_

Ja+b  ya-b Wa++b)va-+b) a-b

_2(a+b)

" a-b’

) £a+1 1 a j\/§ av/3 (a+1 1 a ]\/§(1—a):
Ja a-va Ja+1) a+l (Ja JaWa-1 Ja+1) a+l

_(a+D|/a- 1)(J5+1) J31-2) _(a+D(@-1) ~3@-1) _-¥3@-1) _

JalVa-1fVa+1 ~ a+l  Ja@a-1 = a+l Ja

_+3(1-a) a _+3a(l-a)
Ja +a a

a,b=0azb.

a>0a#1l



Upravy algebraickych vyrazu 57

VSimnéte Si rozkladu v sou€in  jmenovatele druhého vyrazy

a-+a=+aJa-+Ja=+aWa-1).

b, b | b+vab | /. b | b+iab_
C) g+1_ b .b(l_lj— Jab N 'ba;b =
a b a Ja ab
—(\/E+ bva j_a(bh/%)_a\/E—b\/5+b\/5D a-b _ _
= Ja-yb) a-b  Ja-vb  ao{Jb+va)"

Provedeni naznacenych operaci, soucty a rozdily, spole€ny jmenovatel a opét

rozklady typu a=+/ava, resp. a-b=(Va-b)va+b).
__ab_ [Ja-vb)Ja+yb)
Ja-vb ~ ablyb++/a)

(58] 5] Bl
) 2y\/x 2%,y =\/§+\/§ \/;+\/§=

=1 a>0b>0,azb

X+ B + - 2xy + 2xy
B
2xylyx +y) 2xy(yx +y)
_ x|y o dxely_2oldxy) SPofxey)
oy +2ydx  x+ly  29x+yy)

>y LY
Sx+y) WWxy) ylix )
:\/@ X,y>0.

Na zavér vam predkladam jesté dvé ulohy na procviceni.

Uloha 3.2
Upravte vyraz

i el

JVita-+l-a 1-a%-1+a a a

a’ a

Reseni naleznete v kapitole 3.4
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Uloha 3.3
Provedte a rozhodnéte, pro ktera Cisla a ma smysl vyraz F%
-2
‘= \/5(\/5—1)+1—a  ala
V9-a’®

el

Reseni naleznete v kapitole 3.4

3.3 Ddkazy algebraickych rovnosti a nerovnosti

Privodce I

PFfi ddkazech platnosti rovnosti, resp. nerovnosti algebraickych vyrazu
vychazim ze zakladnich vlastnosti rovnosti a nerovnosti. PouZzivat mohul
vSechny druhy dukaz(, tj. pfimo, nepfimo i sporem.

Cela situace se vam oziejmi, kdyZ si prostudujete nasledujici ulohy. Sledujtel
kazdou Upravu, ulohy nejsou tézké. Vyhodou takovychto prikladi je, ze Algebraicka
v podstaté znate vysledek. Cilem je po zralé Uvaze a volbé postupu — roVNost,
vyhradné pouzivame ekvivalentni Upravy — upravit levou a pravou stranu| nerovnost
rovnosti, resp. nerovnosti tak, aby se potvrdilo, zda je platnd, ¢€i nikoli.

—_———— - - - - - ——— - — 4

Priklad
Dokazte, Ze aritmeticky pramér dvou nezapornych Cisel je vétSi nebo roven
jejich praméru geometrickému: “
a+b
2

>.Jab, ab=0.

Reseni.
Uk&zi vdm feSeni zpasobem pfimého dikazu.
1. zpusob — vyjdu z vhodné znamé nerovnosti, Zze pro kazdé a,bOR plati

(a-+/b)?=0.

Odkud a-2Jab+b>0= a+bx2Vab = 272> Jab, pfiemz rovnost nastane
pro a=b.
Pravodce

MoZzna nékterym zvas pfipadne obtizné uhadnout vychozi nerovnost.l
IZpravidIa je postup takovy, Ze upravujeme danou nerovnost a néslednél

postup obratime. Proto vdm ukazi jesSté dalSi zpusob pfimého dikazu, ktery
Iby vam mohl pomoci pfi ,uhadnuti “ vychozi nerovnosti pro pfedchézejicil
ddkaz.
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2. zpusob — spocivad v ddkazu nezapornosti rozdilu levé a pravé strany
nerovnosti.
Vychodiskem pro mé bude rozdil levé a pravé strany nerovnosti

2
a+b_ —_a+b-2ab _[(/a-+bf
2 2 2

Vzhledem ktomu, Ze druha mocnina kazdého realného disla je Ccislo

nezaporné, plati
2
ba=f o

a+
2

a+b

Odkud T—\/%zo,aproto b, Jab, pro a,b=0.

Priklad
Dokazte, Ze pro pfipustné hodnoty proménnych plati:
(a—b a+bj a’ +b? ab _a+b
+ +1 = :
a+b a-b)l 2ab a’+b®> a-b

Reseni.
Uloha sméfuje k Upravé levé strany rovnosti na podobu prave.
(a—b+ a+bj(a2 +b? +1J ab _a’-2ab+b’+a’+b’+2ab a’+b’+2ab
a+b a-b)l 2ab a’ +b’ (a+b)(a-h) 2ab
b _ 2’+b’) (a+b)’  ab _a+b

5 = O5—— = , COZ je rovno praveé strané.
a“+b® (at+tb)(a-b) 2ab a“+b“ a-b

Priklad
DokaZte, Ze pro kazdé a,b,c] Rplati rovnost

(1+a+b+ab)’ -(1+a-b-ab)’ = 4b(1+a)’.

Nejprve upravim levou stranu tak, Ze se ji pokusim jednoduSeji umocnit. PFi
tomto tvaru by mél vyraz Sestnact ¢lend. Sami vidite, Zze je mozné obé
zavorky upravit na soucin vytknutim.

(1+a+b+ab)’ -(1+a-b-ab)* =(1+b+a@+b))’ -(1+a-b@+a))’ =
[+ b)a+a) -[1-b)a+a)? = @1+a)[1+b)? - (1-b)*|= (1+a)*4b.

Upravu hranaté zavorky v poslednim kroku vam pfenecham na procviéeni.
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Existuje cela fada uzite€nych rovnosti, resp. nerovnosti. V posledni Uloze této
opory vam nékolik z nich prfedkladam.

Uloha 3.4

DokaZte, Ze pro vSechna realna Cisla a,bplati nasleduijici:
a) a=b=a’=b*

b) O<a<b=0<a®<b?

a® +b?

c) (a-b)>’=20=> > ab. Kdy nastane rovnost?

Shrnuti kapitoly Upravy algebraickych vyraz @

Uprava algebraického vyrazu spo&iva v nahrazeni daného algebraického
vyrazu jinym vyrazem, ktery se mu rovna ve spole¢ném definicnim oboru
proménnych. Tento definiéni obor uréite z podminek, za nichz dany vyraz i jeho
Upravy maji smysl.

PFi Gpravach racionalnich vyrazl pouZzivate vzorce pro rozklad mnohodlent
a dale vzorce pro poditani se zlomky.

V ulohach na upravy lomenych vyrazi musite klast podminky, Ze jmenovatele
vSech zlomkd v pavodnich vyrazech i v jejich upravenych tvarech musi byt
razné od nuly.

Pfi dpravach iracionalnich vyrazd vyuZzivdme poznatky o odmocninach
a mocninach s racionalnimi mocniteli a pravidla pro pocetni operace se zlomky.
Podminky, za nichZz provadite Upravy, pfedevSim vyjadfuji, Ze zaklady vSech
odmocnin musi byt nezaporné a jmenovatele zlomk( se nesméji rovnat nule.

3.4 Reseni Gloh
Reseni dlohy 3.1

Nejprve provedte naznaené operace v zavorkach, v poslednim Ciniteli rozloZte
jmenovatel podle (a° -b®)= (a-b)(a? +ab+b?).

a a’ ay x° x*+ax+a’ | x-a x®
a) |1+—+— | 1-— = =-1
X Xx° x)a®-x* x? X (a—x)(a2+ax+x2)

xz0a

b) zacnéte upravovat od nejjednodussiho lomeného vyrazu a postupujte
smeérem k zé&kladni zlomkové Care

34
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X X X X
11T XL et x# 01
X X— X% —X - x?
XTI x _
1 ]{1+b2+c J (b+c+aj(2bc+b2+c2—a2]
b+c _\ b+c 2bc _
1 B b+c-a -
a ﬁ b+c
:b+c+aE(b+c)2—a2Db+c b+c+aE(b+c+a)(b+c a) 1
b+c 2bc b+c-a 1 2bc b+c a
_(b+c+a)?

, abcz0azb+c.
2bc

Reseni dlohy 3.2
Nejdfive ¢aste¢né usmeérnim a provedu naznacené operace.

S = ()
JVita-+1-a \/1—a2 ~1+a)Va’
_[1+a++v1-2a° l1-a J( 1 a J

2a 1/(1 a)l+a)-(1-a)
_(1+a+i1-a® | 1-avl-a J( 1- 1}
a

2a Ja-a)1+a) -+1-ayVl-a
_[1+a++1-a? N JVi-a 1-a%-1_

2a Jl+ta-+l1l-a a
_[1+a+v1-a’ +\/1—61(\/1+a+\/1—a) 1-a° -1 _

2a 2a a

2a 2a 2a

) _ a2 _ —_ a2 _
:1+\/1_l a D\/l Z 1_1 22 1:—1, aD(—l;O)D(O;l)-

Reseni ulohy 3.3
Vyraz x upravujeme postupné takto:

X:( L-Vaja j Jo-a* _(1-vafVa® Jo-a? _
\/5(\/5 1)+1 a ava (1_\/5)2 ava

9-a’.

_(1+a+i1-a®  +1-2’ +1—ajx/1—a2 -1_2+21-a J1-a’-1_
a a

61

Aby vyraz x mél smysl, je pfedevSim nutné, aby a >0, a#1, nebot pro zaporné

a vyraz Ja nema smysl, pro a=0 nema smysl délenec vyrazu x a pro

a =1nema smysl jmenovatel délence.




Upravy algebraickych vyrazu 62

Dale pro vyraz +/9-a?” je nutno, aby 9—-a® >0, coz nastane pro 0<a<3,az1.
Zavér: Upraveny vyraz x =+/9-a? ma smysl pro ad(0;1) 0 (1,3).

Reseni dlohy 3.4

a) a=b=a-b=0=(a-b)(a+b)=0=a’*-b*=0=
= a’ =b?

T — —— S s s e s S e s S S— ;I
Pravodce

Po pfevodu bna levou stranu je vyraz a—broven nule. Odkud mohu rovnici'

vynasobit vyrazem a+b, riznym od nuly. Poté uZiji vzorce a po prevodu
b®na pravou stranu rovnice ziskam dokazovany tvar rovnosti. '

)

b) 0O<a<b=a-b<00a+b>0= (a-b)(a+b)<0=a’-b*<0=
=<a’<b’=0<a’<b’

c) (a-b)>’=20=a’-2ab+b*20=a’+b*=22ab=
a’ +b?

> ab, pfiéemZ rovnost nastane v pfipadé a=>b.
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algebraické rovnosti, 58
aritmetické operace, 10
Gisla
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iracionalni, 9

prirozena, 8

racionalni, 8

realna, 9
definiéni obor, 30
interval, 22
koeficient mnohoélenu, 31, 47
mnohodlen, 31, 47
mnozina, 7

prazdna, 7
stupen mnohoclenu, 31, 47
Uprava algebraického vyrazu, 30
usmeérnéni zlomku, 20
usporadani reélnych c&isel, 13
vyraz

algebraicky, 29

algebraicky, racionalni, 52

Ciselny, 17
vyraz algebraicky, iracionalni, 56
zakon

asociativni, 11

distributivni, 11

komutativni, 11
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